Este articulo forma parte de “Notas a Capitulo V" del agotado Tomo | de Andlisis
Matematico de Julio Rey Pastor, Pi Callgjay César A. Trejo, p. 330y ss.

En esta primera entrega se introducen las matrices de Toeplitz y se muestrala enorme

potencia de |as transformaciones de Toeplitz al probar con poco esfuerzo conocidos
teoremas sobre sucesiones.

Algoritmos generales de conver gencia 'y sumacion.

a) Transformacion de Toeplitz.

Teoremal. S una matrizinfinita de nimeros reales o complejos

i t1,1 t1,2 e t1,n |
t,, L, .. t,
T=
tn,l tn,Z tn,n

cumple las condiciones:

a) Cada columna tiene limite nulo, es decir

limt, , =0 p=123,..;

n—owo

a,) Existeuna constante K, independiente de n, tal que paratodo n> 0 es
[t [+t [+ <K

entonces, cualquier sucesion real o compleja {s,} delimitenulo, S, — 0, se
transforma por la matriz T en una sucesion:

[1] t,=t.,S +1,,S +..= Ztn’psp
p=1

que también tiene limite nulo, t, — 0.
Obsérvese que lacondicion a,) implicalaconvergencia absoluta de las series formadas
con |os elementos de cadafila:

o0
T, = Ztn,p .
p=1



Teorema 2. Slamatriz T , ademas de cumplir las condiciones &) y a,) , cumplela
condicion
a,) limt, =t (¢ finito)

N>
entonces, toda sucesion real o compleja {S,} delimitefinito s, esdecir s, > S, se
transforma por la matriz T en una sucesion [1] quetienelimite TS, es decir:

n—o0 n—o0

limt = Iim(Ztnypspj =1S.
p=1

Teorema 3. S lamatriz T tienetodos sus elementos reales no negativos, y ademas
cumple las condiciones a;) y ay), entonces:
Toda sucesion {s,} de elementosreales, transformada por [1] enla{t,}, verifica

[2] liminf (ts,) <liminft <limsupt, <limsup(zs,)

L as matrices que originan latransformacion [1] enlastrescondiciones a,),a,) y a,)
sellaman matrices T o de Toeplitz (1911).

, 1 . ,
Sisetomat, =— para psn,t =0 para p>n, seobtieneunamatriz T que
LI :

cumple las condiciones de hipétesis de |os tres teoremas anteriorescon t =1, y origina
una transformacion, ya estudiada por Cauchy (1821) de unasucesion {s,} enlasdelas

medias aritméticas de sus n primeros términos

{§+g+m+%}

n
Obsérvese que en el teorema 3, lacondicion a,) implicala a,) , y que en los teoremas
1y 2, por conservarse acotados los términos {S.} , lacondicion a,) asegurala

convergencia absoluta de las series [1], es decir, la existencia de la sucesion
transformada {t,} .

Demostracion del teorema 1.

Dado ¢ >0, tomemos m=m(e) tal que para p > m seconserve |s, | <e/2K.
Entonces por a,) es:
) € 1

o et St & T mez Sz oor < (B e o e + o S50

n, m+1 e+l n, m+2

paracuaquier n, y podremos poner:

1
[t | < tn,lsﬁtn,zsz+---+tn,m3m‘+§8 :




Por &) sepuedetomar |t | |<2L , p=1 2,....,m paratodo h>v (g), en que
’ mc
c>[s,[,p=12..,m.

Por lo tanto, tnvlsl+...+tnymsh‘<cmg/2mc:s/2;esdecir: |t.|<e sin>v(e),

como queriamos demostrar.

Demostracioén del teorema 2.

Expresemos s, =s+3, con 6 , — 0; entonces en [1] setiene

t,=T,5+ >t 5,.
p=1
Lacondicién a,) aseguraque el primer sumando del Gltimo miembrotiendeats,

mientras que lasumade la serie Ztn,pS , tiendeaceropara n— co por €l teoremal,
p=1
lo que demuestra el teorema 2.

Demostracion del teorema 3.

Probemos, por gemplo, la primera desigualdad [2] .
Supuesto liminf s, = s> —oo, seaun nimero cualquiera C < S.

Entonces, s, > para p>m=m(C), y por ser loselementosde T reales no

negativos, es
t, > (.S +...+t, 1 S) + (T tmee +--.)C, paracualquier n.

Fijado m, para m>v (d,C) por &)y a,) quedat, >tCc—5,yporserd >0
arbitrario, es liminf t, >tc, es decir:
liminft, >liminfrs,.

Para una matriz que tenga el ementos no todos positivos o nulos, puede no ser cierto e
teorema 3.

Ejemplo 1. Lamatriz T, de elementos

: -1 s p=2r
(ot sp=al t, =] 2§ p=2r+l
M0 sipz2r+l P ]
0 paralosdemés p

cumple las condiciones &,), 8,), Y a,), con T =1. Pruébese que la sucesion

SZI' = 0’ S2r—1 = (_1)”'1’ r :112131'--’
se transforma por [1] en
t, =2(-1)", t, , =", r=123,..,



y no se cumple laconclusién [2].

Sin embargo, subsisten paraestamatriz T losteoremasly 2.

(-)™ sip=n

0 s p#n,
se cumpliria el teorema 1, pero no el teorema 2, y por consiguiente, tampoco el teorema
3, como se compruebatomando S, =1 constante, mientras que t_ = (—-1)"* oscila.

Si lamatriz T hubiese tenido como e ementos tp = {



b) Medias aritméticasy geométricas.
El resultado de Cauchy antes mencionado, referido al teorema 2, dice:

S una sucesionreal o compleja {s,} tienelimite s, entonces la sucesion de medias

Sl-l-Sz:l-+Sn s

aritméticas de los n primeros términos tiene el mismo limite,

Andogamente se formula el teorema 3 para este caso

S s, >0, resulta §/s.S,....5, = S, como se verificatomando logaritmos, es decir,

también las medias geométricas de los n primeros términos de una sucesion
convergente de términos positivos s, > 0 , tiene el mismo limite.

Como corolario importante obtenemos.

S en una sucesion cualquiera de términos positivos existe | l'mi =y , entonces es
n—oo anfl
N
imdfa, =7
Porque la media geométrica de alﬁi €s
a4
a &
nla.—~%..——=0a. .

a ....an_l
: n

Ejemplo 2. Parademostrar que n -1, bastaver que 1 —->1.
n_

Obsérvese que el reciproco del corolario anterior puede no ser cierto:

Asi, para a,, =1/2P, a2p71=1/2p, p=123,.., Il'mi no existe, pues
n—oo ahfl
Iimsupizly Iiminfi:%,mientrasqueesIl'mﬂ/ah =1/+/2.
1 ah—l n—o0

c) Més generalmente, suponiendo como antes S, — S, y elegida una sucesion de
ndmeros positivos b, > 0, talesque B, =b, +b, +...+ b, — +o0, severifica

Iimblsl+bzszB+"'+b”S”

n

Porquelamatriz de elementos t, , =b /B, s p<n, t =0, s p>n, cumplelas
hipétesis &), a,), a,) cont =1.

Para S, =&, /b, deducimosel corolario:

Siesb,>0conb +b, +...+b, — +oo, entonces

=S




a+a,+..+a,
b+b,+..+Db, -

Ejemplo 3. Si enlapotenciade un binomio tomamos a=b =1, resulta

n n n
2= |+ |+t
y por lotanto, s S, = S, también

(Ss{S)se{2)s

2n

lima, /b, =y implica lim Y

— S

Ejemplo4. Sisetoma a, =log(n+1), b, =(n+1)log(n+1)—-nlog(n), con
logaritmos de base mayor que 1, resulta

log(n!) 1
log(n")

Stirling mejoro esta formula, Gtil para el calculo de factoriales grandes.
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