Toda sucesion real lleva dentro suyo una subsucesion mondtona

El siguiente teorema, de apariencia inofensiva, tiene un significado profundo, y una de
sus consecuencias es que, dicho brevemente, foda sucesion real acotada tiene una
subsucesion convergente.

Teorema. Toda sucesion de numeros reales tiene una subsucesion monotona

Demostracion. Sea (x,),., una sucesion real. Diremos que un indice p es de
contencion de la sucesion, si x, < x, para todo entero m 2 p.
Observar que vez fijado p, si este es de contencion, ello significa que el nimero x, es

una cota inferior para todos los elementos de la sucesion cuyos indices son superiores a
p. Esto se visualiza notando que x, se encuentra a la izquierda de todos aquellos

elementos de la sucesion cuyos indices son
X, connz=p

. . mayores que p .
Asi, por ejemplo, si 7 fuese de contencion
para la sucesion, podemos asegurar que Xg, X,,... estana la derecha de x,. Por otra

parte, nada podemos asegurar sobre la ubicacion relativa de los primeros 6 términos de
la sucesion.

Observar que un indice ¢ fracasa en ser indice de contencidn, cuando para algin indice
k>gq,es x, <x,.

Ahora bien, en cuanto a la cantidad de indices de contencion, puede ocurrir dos cosas:
O bien hay infinitos indices de contencion, o bien solamente hay un numero finito de
tales indices.

Supongamos que hay infinitos nimeros de contencion. En este caso podemos encontrar
unos indices de contencion

no<n,<n, <..<n, <..

Como 7, es de contencion, siendo 7, > n,, la definicién nos asegura que x, < x,
Analogamente, puesto que 72, es de contencion, y que 72, es un indice mayor quen,, la
misma definicién de contencion nos asegura que Xy, esta a la derecha de (o coincide
con) Xx, .

Esto podemos continuar haciéndolo con cada indice, y de este modo hemos conseguido
la subsucesion creciente

Xy SX,, SX, S..S5X, S

Hemos probado la afirmacion para el caso de infinitos indices de contencion.



Ahora examinamos el caso en que solamente hay una cantidad finita de indices de
contencidon. Ya que hay finitos, si avanzamos lo suficiente, habremos abandonado estos
indices de contencion, con la seguridad de que a la derecha ya no hay mas de tales
indices (;estd dibujando?). Para precisar, supongamos que hay un indice N tal que si

n = N, entonces n no es de contencion. Tomemos cualquier indice n, = N . Como

n, no es de contencion, ello significa que hay algiin indice 7n,, con n, > n, tal que

Xy, > X,
Pero andlogamente, como 7, no es de contencion, esto nos indica que tiene que existir
un indice mayor, digamos n, > n,, tal que

Xy, > X,

Y asi sucesivamente (;yyy? ;sigue dibujando?). Hemos obtenido una sucesion
estrictamente creciente de indices

no<n, <n, <..<n <..,

de modo tal que

Con esto hemos probado que la afirmacion también vale para el caso en que solamente
hubiese un nimero finito de indices de contencion.
Hemos probado el teorema.

Ejercicio. Definir indice de contencidn a derecha (dual del que hemos dado) y
reproducir la discusion para asegurarse que ha comprendido la idea.

Corolario. Toda sucesion real tiene una subsucesion con limite

Demostracion. Como acabamos de ver, la sucesion tiene una subsucesion mondtona y,
como sabemos, toda sucesion monotona tiene limite.

Notar que este limite es finito si la sucesion es acotada, es mds infinito si es creciente y
no acotada superiormente, o por ultimo serd menos infinito si se trata de una sucesion
decreciente y no acotada inferiormente.

Teorema. Toda sucesion real acotada tiene una subsucesion convergente. Mas aun:
dada una sucesion real (x,),., con & < x, < [}, existe una subsucesion (x,, ),

y un x € [, f] tal que X, —>X.

Demostracion. Por el teorema, la sucesion (x,),., tiene una subsucesion mondtona,

nx1

digamos (x, ),.,. Siendo ésta mondtona, tiene un limite, el que tiene que ser finito
ny / k=1

porque estando acotada la sucesion original, lo mismo tiene que ocurrir con la



subsucesion, y asi se tiene un x tal que X, —>X. Pero siendo < x, < S, por la

K
misma razon sera

a < x, < p.

. .y . . 1
un conocido teorema de conservacion de las desigualdades por paso al limite * nos
permite asegurar que

a<x<pf,
con lo que se termina la prueba.

Advertencia. No debiera el lector contentarse con recordar los enunciados de teoremas
y corolarios. Con frecuencia estrategias presentes en una demostracion resultan ser de
utilidad en otras circunstancias. También son importantes los esfuerzos dirigidos a
obtener representaciones visuales de una situacion.

Nota: esta demostracion es basicamente la misma que ofrece Michael Spivak en su
Calculus (cfr op. cit. “puntos cumbre”)

Obsérvese que el ntcleo de la demostracion es pequeio, y la abundancia de palabras se
debe solamente a que esto esta dirigido a un publico amplio. Una vez entendida, la
estrategia es simple y dificil de olvidar.

1 - . . .
Supuesto que los limites existan, a, < b, = lima, < limb,
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