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Introduccion.

La teoria de juegos, como realidad cultural, reconoce varios antecedentes enraizados
de manera inicial con la literatura y las leyendas de gestas. Por ejemplo, en Las Mil y Una
Noches, el ajedrez’ aparece repetidamente en varios de sus relatos. Casi siempre se evoca
en ellos la inteligencia o arrojo de los adversarios involucrados, y en al menos una oportu-
nidad, inclusive queda consignada de manera elogiosa el desempefio femenino”. Un regis-
tro que ha tenido menos difusion estd constituido tal vez por una afieja coleccion de leyen-
das celtas insulares denominada Mabinogion [2]. En uno de sus capitulos - El Suerio de
Maxen -, se describe un juego de fichas que recrea mediante una simulacion la lucha entre
el cazador y la presa, llamado gwyddbwyll. Al respecto, los traductores modernos de la edi-
cion consultada, quizas para atenuar el efecto acustico de tan inusual grafia para los lectores
del mundo hispanohablante, han preferido ahorrar inconvenientes, citindolo simplemente
como “ajedrez", aunque desde luego, este no sea para nada el caso.

Resulta evidente observar que el concepto de azar es basico en algunos juegos de sa-
16n, e interviene de manera muy especifica en la estructura de ciertos procesos caracteriza-
dos por el conflicto de intereses. En este sentido, tal como lo expresa el Dr. Santalo [14], la
primera reflexion cientifica sobre un juego de azar, parece haber sido efectuada por Galileo
(1564-1642), a raiz del llamado pasadiez, de moda por aquellos tiempos. Aqui, el jugador
lanza tres dados simultdneamente, y gana si la suma obtenida es mayor que 10, perdiendo
la apuesta en caso contrario. Galileo analizé de manera minuciosa las partidas del juego, y
dej6 varias acertadas observaciones acerca del mismo. Esto, ain sin contar con una defini-
cion precisa de probabilidad, enunciada por primera vez y también de manera definitiva
por el francés Pierre Simon de Laplace (1749-1827), mas de un siglo y medio mas tarde
que Galileo [3], [13].

Desde el punto de vista estrictamente vinculado con el presente articulo, cabe decir que
la moderna teoria de los juegos aparece claramente delineada hacia la segunda y tercera
década del siglo XX, en la obra de Emile Borel y John von Neumann. Luego, como colofon
y consecuencia de estos antecedentes, surgen las ideas y aportes bien definidos elaborados
por John Forbes Nash.

Félix Edouard Emile Borel (1871-1956), ha sido sin duda uno de los matematicos mas
destacados del siglo XX. La literatura [3], [8], [13], lo considera el fundador de la moderna
teoria de la medida. Sobre este pilar, René¢ Baire (1874-1932) y Henri Lebesgue (1875-
1941) fundaron luego el andlisis funcional, dentro de cuyo marco se introduce la integral
que lleva el nombre de éste Gltimo. En 1921 Borel produjo una serie de trabajos primige-
nios sobre la teoria de juegos, donde construye sus ejemplos basandose en el poquer, y con-
signa los elementos que definen bésicamente los juegos con informacidon imperfecta. En
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este campo, su esfuerzo tedrico estuvo orientado hacia la busqueda generalizada y construc-
tiva de una estrategia Optima para un juego determinado. Ademas, desde el punto de vista
ético y civico, debe sefialarse de manera especial que Borel, en tanto cientifico y ciudadano,
fue un distinguido patriota y hombre de bien publico, al servicio permanente de los inter-
eses de su pais. En 1918, como reconocimiento a sus trabajos de actstica matematica ten-
dientes a localizar de manera remota las piezas de artilleria enemiga, recibid la preciada
condecoracion francesa conocida como Croix de Guerre. Nuevamente, al culminar la Se-
gunda Guerra Mundial, le fue otorgada en 1945 la no menos prestigiosa Médaille de la Ré-
sistance.

John von Neumann (1903-1957), nacido en Hungria, recibi6 su formacién matematica
inicial en la Universidad de Budapest, en la de Berlin y en el Instituto Federal Suizo de
Tecnologia, doctorandose en matemadticas hacia 1926. Posteriormente, en 1930, emigro y se
naturalizé en los Estados Unidos. Sus contribuciones cientificas denotan un amplio rango
de intereses, oscilando los mismos entre el andlisis funcional, la mecéanica cuantica, la 16gi-
ca matematica, el disefio de computadoras y reactores nucleares, y también la teoria de jue-
gos. En este campo trabajo intensamente sobre sus fundamentos tedricos, logrando demos-
trar el llamado teorema minimax, que se comentara mas adelante. En colaboracion con el
economista austriaco Oskar Morgenstern (1902-1976) produjo un estudio hoy considerado
clasico, llamado "Theory of Games and Economic Behaviour" ("La Teoria de Juegos y el
Comportamiento Econdémico"), concebido inicialmente para profesionales de la economia,
pero con consecuencias inmediatas en el campo social, juridico, politico, econémico y des-
de luego militar. Como miembro de la Corporaciéon RAND® a partir de 1948, von Neumann
intervino en el desarrollo de una serie de modelos matematicos, que se aplicaron con éxito a
problemas logisticos suscitados durante el transcurrir de la guerra fria [8].

John Forbes Nash (1928- ) es originario del estado norteamericano de West Virginia.
Sus intereses estuvieron orientados inicialmente hacia disciplinas tecnoldgicas aplicadas,
como la quimica industrial o la ingenieria electronica, recibiendo su formacion basica en la
Universidad de Carneige Mellon. Posteriormente, al tener en cuenta el asesoramiento de
uno de sus profesores, el matematico irlandés John Lighton Synge (1897-1995), decidid
dedicarse de manera exclusiva a las matematicas. En esta linea, hacia 1949, mientras prepa-
raba su tesis doctoral en Princeton - titulada brevemente Non Cooperative Games (Juegos
No Cooperativos)-, produjo un breve trabajo complementario como parte de la misma, que
le vali6 45 afnos mas tarde, en 1994, la obtencion del Premio Nobel de Economia. Este ga-
lardon fue compartido con dos economistas tedricos: su compatriota John Hersanyi (1920-
2000), de la Universidad de California en Los Angeles, y el aleman Reinhard Selten (1930-
), de la Universidad de Bonn. Tal como se desprende del titulo de su tesis, Nash encara el
analisis de la estructura de los juegos no cooperativos, que serd resefiada mas adelante, e
introduce a tales efectos su concepto de n-uplas de equilibrio. Por otra parte, al igual que
von Neumann, Nash también se desempend en la Corporacion RAND al investigar alli va-
rias cuestiones vinculadas con la logistica militar. Alun teniendo en cuenta estos aportes
iniciales que claramente se inscriben dentro de la denominada matematica aplicada, la criti-
ca internacional [4],[8], [10] ubica a Nash como un destacado matematico puro contempo-
raneo, autor de varios resultados originales en geometria diferencial, en geometria algebrai-
ca, y en la teoria de los espacios de Riemann.

3 RAND, anagrama compuesto por las voces research and developement (investigacion y desarrollo)



En su presente estado de desarrollo, la teoria de juegos ofrece mediante sus textos habi-
tuales una bibliografia sumamente extensa. Por ejemplo, en la conocida obra de Luce y
Raiffa [7], se citan mas de 300 referencias sobre el tema. También son abundantes las pagi-
nas www que le dedican atencion en todos los niveles imaginables, imposibles de citar en
su totalidad. Basta trabajar con cualquiera de los buscadores habituales introduciendo las
voces game theory para acceder a una muy abundante lista de sitios y correspondencias.
Estas figuran principalmente en inglés, pero también se observan paginas en aleman, ruso
y francés.

Por los motivos citados, se estima casi imposible en un articulo como éste esbozar de
manera inteligible el denominado estado del arte asociado con la teoria de juegos, dentro
de la cual figuran, sin duda, los aportes personales desarrollados por Nash y sus continua-
dores. No obstante, el autor cree que se pueden brindar los elementos basicos que permi-
tan acceder de manera razonable al espiritu de la teoria, de sus resultados y de sus aplica-
ciones. La consulta a las referencias bibliograficas ofrecidas, permitira al lector interesado
extender y ampliar en detalle los conceptos que se trataran a continuacion.

Juegos de informacion perfecta y arboles asociados.

El conflicto de intereses que surge entre grupos humanos antagdnicos - en especial
aquel vinculado con la guerra-, tiene tantas aristas y tantas vinculaciones complejas, que a
primera vista parece muy alejado de su posible descripcion matemadtica. Sin embargo, la
historia de la ciencia muestra de manera reiterada que fenomenos extremadamente comple-
jos se han rendido a su estudio racional mediante simplificaciones convenientes, realizadas
o mejoradas una y otra vez, utilizando para tales efectos el método empirico de prueba y
error. Bertrand Russell (1879-1970) [12], ha observado en este campo que el conocimiento
exitoso de la realidad comenzo en primer término con el estudio de las entidades mas ale-
jadas e inaccesibles para el hombre, los cuerpos celestes, pero que en la actualidad se asiste
a busqueda apasionada de iguales resultados exitosos en el terreno proximo e inmediato de
los fenémenos humanos.

Al tener en cuenta lo que se acaba de expresar, una definicion estrictamente formal de
lo que matematicamente se entiende como juego, pareceria aqui muy poco util. Sin duda, se
la brindard mas adelante a los efectos de completar el analisis realizado. Ahora bien, antes
de encarar ese paso, convendra analizar exhaustivamente un ejemplo concreto, lo mas ele-
mental posible, apelandose para tal fin al sentido usual del término dado anteriormente en
bastardilla.

El sencillo ejemplo elegido esta dado por el llamado juego de los once fosforos [16].

Se colocan once fosforos sobre la mesa. El primer jugador, llamado A, toma 1, 2
0 3 de los fosforos dados. A continuacion, el segundo jugador, llamado B, toma
también 1, 2 o 3 de los fosforos restantes. Luego, los jugadores se alternan en
este procedimiento hasta que no queden mads fosforos disponibles. El jugador
obligado a tomar el ultimo fosforo es el perdedor.




La pregunta siguiente, a los efectos de la teoria aqui analizada, es fundamental: ;Existi-
rd algun esquema de eleccion disponible para que el primer jugador obligue a su oponente a
tomar el altimo fosforo?

Una reflexion atenta sobre el desarrollo del juego muestra que el primer jugador (A)
puede efectivamente hacerlo, si observa la conducta siguiente:

a) Primera jugada: A toma dos fosforos.

b) Jugadas subsiguientes: Si B toma k fosforos ( k < 3) en su ultima jugada, entonces

A toma 4 - k fosforos.

Esta lista es completa, en el sentido de que independientemente de lo que haga su opo-
nente (B), siempre queda especificada una unica manera en la que A pueda jugar.

En la teoria de juegos una lista de instrucciones como la citada explicitamente en a) y
b) se llama estrategia’. Si el jugador A gana forzosamente cada vez que sigue una determi-
nada estrategia, se dice que la misma es una estrategia victoriosa o ganadora para A. Este
hecho, que se puede demostrar con el rigor necesario, se ilustra con los ejemplos siguien-
tes:

ABABAB ABABAB
222131 231131

En este juego la estrategia victoriosa existe Unicamente para el jugador que actia en
primer término, circunstancia que habitualmente se define por un mecanismo de azar, por
ejemplo, mediante el artilugio de arrojar una moneda al aire. Sin embargo, se puede demos-
trar con facilidad, que si el jugador A ignora la existencia de la estrategia victoriosa, o si
simplemente se equivoca en la primer jugada eligiendo 1 o 3 fosforos, entonces existe una
estrategia para que B sea el ganador. Se sugiere vivamente experimentar con esta hipdtesis.

Parece entonces claro que una gran cantidad de juegos de salon (aunque, por supuesto,
no todos los que estudia la teoria correspondiente) queda caracterizado mediante las si-
guientes propiedades:

(J1): En el juego participan dos jugadores que toman turno alternativamente para
efectuar una jugada.

(J2): El juego termina solamente con uno de los tres resultados posibles: (i) A, el
jugador que realiza la primera jugada, es el ganador (circunstancia denotada
con el simbolo "+" o bien (ii) gana el otro jugador, B, (circunstancia denotada
con el simbolo "-"), o bien se produce un empate (notado con “e”)

(J3): Cada jugada consiste en una eleccion que hace el jugador de un conjunto de
jugadas posibles. La eleccion es una decision libre del jugador, en lugar de ser
el resultado de algn evento aleatorio. Se exceptiia en esto el mecanismo de
decision inicial que determina quién es, en definitiva, el que inicia la partida.

(J4):  En cualquier punto del juego ambos jugadores tienen toda la informacién
acerca de las jugadas que ya se han hecho y las que puedan hacerse todavia.
(J5): Existe un limite superior para el nimero de jugadas en una partida.

Se comprendera sin dificultad que ambos jugadores no pueden tener simultdneamente
una estrategia ganadora. Ahora bien: es bastante menos inmediato aceptar que en todo jue-

* Del griego otpotnt'a, aludiendo al estado del generalato, o a las aptitudes del general [6)].



go que satisface las propiedades anteriores J1 a J5 existe una estrategia ganadora para
alguno de sus jugadores. Por considerar que esta aseveracion tiene un nivel matematico de
dificultad aceptable, se la demostrara completamente enseguida.

Una representacion grafica muy usada en la literatura técnica de la teoria de juegos [7],

[6], es la del arbol asociado, que describe en el tiempo todas las partidas posibles del juego
dado.

’
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Fig. 1: Arbol asociado con el juego de los seis fosforos. La poligonal en color sefiala una
partida que termina con la victoria de A.

Cabe observar que los objetos como el representado en la figura 1, se estudian mate-
maticamente dentro de una disciplina extensa conocida como teoria de grafos [5]. Sin em-
bargo, no se necesita ahora aqui de tal teoria. En lo que concierne a la aplicacion considera-
da, se construira el arbol asociado con una variante simplificada del juego ya visto, que
llamaremos de los seis fosforos:

Se tienen seis fosforos sobre la mesa; cada jugador en su turno toma uno o dos
fosforos. El perdedor es el que se vea eventualmente obligado a levantar el ultimo

fosforo.

En la figura 1 se detalla el arbol asociado con este juego.

Los vértices del arbol representan las diversas situaciones que pueden suscitarse en una
partida dada del juego. Las ramas que nacen en un vértice representan las elecciones posi-
bles al alcance de cada jugador. Un vértice del que no emergen ramas se llama final y se le
asigna de inmediato el resultado “+”, “-*“ 0 "0", segiin resulte ganador A, B o resulte un
empate respectivamente.

Todo vértice no final pertenece a un nivel k, donde k es un nlimero natural. Un nivel
puede ser par (k = 2k, para k > 1), o impar (k = 2k+1, para k>1). Los niveles ky k+1 se
llaman contiguos. Los niveles 2k-1 y 2k+1 se llaman niveles impares contiguos. Similar-




mente, los niveles 2k 'y 2k +2 se llaman niveles pares contiguos. Los niveles impares sefia-
lan las diversas posibilidades o alternativas que se le ofrecen al jugador A cuando le toca
ejecutar una jugada, mientras que los niveles pares sefialan lo propio para el jugador B. En
el ejemplo analizado aqui, se tienen siempre dos posibilidades para cada jugada, excepto
para la ultima.

La convencion utilizada en el arbol de la figura 1 es la siguiente: la rama izquierda
que parte desde cualquiera de los vértices corresponde a tomar un fosforo, y la derecha, a
tomar dos fosforos. Una partida o realizacion efectiva del juego completo, es una poligonal
que une el vértice inferior de inicio a (base del arbol) a uno de los vértices finales. La figu-
ra 1 muestra cada rama con el ntimero total de fésforos que se han tomado en esa instancia
de la partida.

Por ejemplo, la poligonal en trazo grueso representa la partida siguiente:

ABAB
21 21

que consagra al jugador B como ganador.

El nivel mas alto que se presenta en un arbol es por definicion su orden, siendo igual a
la longitud maxima de una partida del juego dado. Obsérvese que la propiedad 5 de la lista
anterior establece que los juegos descriptos por la misma son los de orden finito.

Aqui surge la primera observacion formal. Un arbol como el de la figura 1 no solamen-
te describe graficamente el juego comentado, sino que se lo puede presentar como la defi-
nicion misma de un juego como los de la lista anterior. Generalizando el concepto, la figu-
ra 2 muestra algunas variantes complementarias.

Fig. 2: Definicion de juegos mediante sus arboles asociados

Por ejemplo, la figura 2-a define un juego en el cual toda partida consiste exactamente
de dos jugadas: A comienza realizando una de tres jugadas posibles y a continuacién, B
realiza una de dos jugadas posibles. En este juego solamente existe una partida posible en la
cual gana A. Ubicado a la derecha de este juego, el arbol de la figura 2-b presenta un juego
que se desarrolla en una sola jugada. Tal como se vera en la seccion siguiente, existen razo-
nes técnicas que sugieren la conveniencia de definir el denominado juego vacio, o sin juga-
das, en donde ninguno de los jugadores hace nada, debido a lo cual el ganador es designado
de manera arbitraria. Esta extension del concepto se observa en los ejemplos de la figura 2-
¢y 2-d. Finalmente, es necesario observar que dado un arbol de juego arbitrario, todo vérti-



ce no final del mismo puede considerarse base de un arbol construido a partir de las ramas
que emergen del mismo. Esta estructura inducida se llama subarbol con base en el vértice
b, y define por derecho propio un juego.

Formalizacion del concepto de estrategia.

De manera imprecisa, la seccidon anterior introduce el concepto de estrategia de un
juego. Alli se utilizan para tal fin palabras habituales del lenguaje objeto, es decir, del caste-
llano. En conjunto, la expresion completa constituida por los términos utilizados en la ta-
rea, no ofrece sin embargo ninguna garantia de ser impecable desde el punto de vista se-
mantico o logico.

El arbol de un juego, como entidad matematica abstracta, permite en cambio definir el
concepto de estrategia de un juego con precision total., sin ambigiiedades de ninguna clase.
Esto interesa porque allana el camino a posteriores refinamientos del concepto.

Recuérdese de los cursos de analisis [15], que un vector fijo en el plano es un segmen-
to orientado, con origen en un punto a y extremo en otro punto b.

Sea dado ahora el arbol asociado con un juego dado. Sea a un vértice no final ubicado
en el nivel k y sea b otro vértice ubicado en el nivel contiguo k + /, ambos conectados por
un segmento de rama. Se llama flecha de origen a y extremo b a un vector fijo con origen
en el vértice a y extremo en b. Debe entenderse, luego, que las flechas se definen Unica-
mente entre vértices pertenecientes a niveles contiguos conectados entre si previamente por
ramas. En este esquema, todo vértice que no es origen de ninguna flecha, se dice solitario.

Una estrategia para el jugador A en un juego dado, es un conjunto de flechas definido
sobre el arbol asociado, que satisface las siguientes propiedades:

(E1): Toda flecha de la estrategia tiene su origen en un vértice que pertenece a un

nivel impar 2k - 1, con k > 1. (Por definicion de flecha, se observard que
el extremo de cada una de ellas estara ubicada en algun vértice
perteneciente al nivel par 2k contiguo, con k > 1.

(E2): Todo vértice a perteneciente a un nivel impar 2k- 1 es solitario o bien es
origen de una flecha con extremo en algun vértice del nivel par 2k contiguo.

(E3): Si existe un vértice no solitario a en el nivel impar 2k -/, entonces tal
vértice es la base de un subarbol en donde cada vértice del nivel impar
sucesivo 2k+1 es origen de una flecha. de la estrategia.(Obsérvese que esta
propiedad permite que la estrategia ofrezca una alternativa al jugador A
independientemente de la jugada elegida por B).
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Fig. 3: Estrategia para A, consistente en levantar siempre un fosforo. Para facilitar el analisis,
se han dejado los nimeros que sefialan la evolucion de las partidas consecuentes.

Considérese nuevamente el juego de los seis fosforos. La figura 3 muestra la estrategia
disefiada para A, consistente en tomar siempre un fosforo. Con algo de cuidado, se observa
que esta estrategia proporciona dos partidas en las que A pierde y dos en la que gana, tal
como lo senala la figura 3.

Naturalmente, como consecuencia de lo que se acaba de expresar para A, una estrate-
gia para B se puede definir de manera analoga, considerando ahora flechas con origen en
vértices de orden par 2k (k > 1).

Un teorema sobre la existencia de estrategias victoriosas y sus alcances.

Teorema: Para todo juego que satisface las propiedades J1, J2, J3, J4 y J5, citadas ante-
riormente, existe una estrategia victoriosa para alguno de los jugadores involucrados.

Demostracion: Se razona inductivamente sobre el orden n de los juegos, es decir, sobre la
longitud de la partida mas larga admisible en los mismos. En primer lugar, debe verse que
el teorema es cierto para los juegos de menor orden posible, es decir aquellos de orden
nulo (n = 0). Una simple inspeccion visual realizada sobre la figura 2, muestra que para n
existen unicamente dos juegos posibles: aquellos sefialados individualmente en (c) y en (d).
En el primero, gana el jugador A y en el segundo gana el jugador B. Luego, el teorema es
cierto para n = 0.

Supongamos valido el teorema para todos los juegos de la clase tratada que poseen
orden n, es decir: para todo juego de tal orden como maximo, el jugador A o el B posee una
estrategia victoriosa. Esta es precisamente la hipdtesis inductiva. Debe verse ahora que el
teorema es cierto para todos los juegos analizados de orden n + /. El arbol asociado con
uno de estos juegos tiene el aspecto de la figura 4.
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Fig. 4: arbol de orden n+1 basado en a.

En un juego de orden n + I como el sefialado en la figura 4, de la base o (ubicada en
el nivel 1) emergen ramas que llegan a cada uno de los vértices del nivel 2. Cada uno de
estos vértices da origen a un subarbol de orden a lo sumo n. Ahora bien, todos estos subar-
boles definen por si mismos juegos L1, L2, ..., Lk, sefialados en la figura 4, donde vale la
hipdtesis inductiva. Es decir, para todos estos juegos, A o bien B tienen una estrategia ga-
nadora. Si A tiene una estrategia ganadora para todos ellos, entonces tiene de manera evi-
dente una estrategia ganadora para el juego completo, pues al conjunto restringido de fle-
chas que comienzan en el nivel 2 de los juegos restringidos (que corresponden al nivel 3 del
juego ampliado), se le adjuntan todas las flechas basadas en a.. Si resultara que B tiene una
estrategia ganadora para todos los juegos L1, L2,...,Lk, entonces tiene de manera obvia una
estrategia para el juego ampliado, pues simplemente el nivel 2 de éste corresponde al pri-
mer nivel de todos los juegos asociados con subarboles de nivel n-1, qed.

El expresivo resultado anterior sobre la existencia de una estrategia victoriosa, tiene no
obstante una demostracion sencilla debido a la clase muy particular de juegos tratados. En
¢éstos, la propiedad J4 resulta esencial, ya que establece que en cualquier momento ambos
jugadores tienen toda la informacion concerniente al pasado y al presente de la confronta-
cion. Desde el punto de vista matematico, debe decirse que esta exigencia es sumamente
restrictiva. De hecho, se observara de inmediato que los antagonistas que protagonizan un
conflicto de intereses en la vida real, en general, poseen una cantidad limitada e imperfecta
de la informacion concerniente al conflicto.

La propiedad J4 caracteriza precisamente a los denominados juegos con informacion
perfecta. El teorema brindado, de todas maneras, suministra la certeza de que para esta
clase de juegos siempre hay una estrategia victoriosa para alguno de los participantes, aun-
que no muestre la manera constructiva para encontrarla. En particular, esto es cierto para el
ajedrez, si se acepta que la cantidad de partidas maxima es finita, tal como es de rigor en los
campeonatos mundiales. Esta condicion, como corolario del teorema visto, implica que hay
una estrategia ganadora para blancas o para negras. Sin embargo, la tarea de encontrarla es
tan compleja y de tan pocas posibilidades practicas, que desde el punto de vista real o coti-
diano siguen teniendo pleno sentido las confrontaciones ajedrecisticas entre los grandes
maestros internacionales.

En la segunda parte, se analizaran los juegos de informacion imperfecta, que son los
que provee la vida real para la mayoria de los conflictos que se suscitan entre dos inteligen-
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cias con intereses opuestos. Y dentro de estos, una categoria muy importante. Los juegos de
suma cero.

http://www.rinconmatematico.com
http://www.rinconmatematico.com/foros
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