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El simbolo de sumatoria

Supdngase dada una cantidad finita de nimeros, digamos a,,a,,a,,...,a, Yy considera-
mos su suma

Q+a,+a,+..+a,
En ocasiones es conveniente mas hacer breve esta expresion, y esto se logra mediante el
simbolo de suma z , llamado sumatoria, cuya utilizacion pasamos a describir.

Pondremos

n

da =a+a,+a,+..+a,

k=1

1
En el especial caso en que sea n=1, Zak =a,.
k=1

El elemento a, se llama término general de la suma y, en muchos casos practicos, es

preciso conocer el aspecto de este término general.
El nimero k que figura debajo del simbolo Z se llama indice de sumacion, y enten-

demos que los valores que toma este indice son 1, 2, ..., n
Mas generalmente, si p y g son dos numeros enteros, con p <, pondremos

q
da =a,+a,, ++a,
k=p
En este contexto, el numero p se llama limite inferior de la suma , en tanto q es el li-

mite superior de esa suma.
Ejemplos.
a) Se quiere expresar la suma de los cuadrados de los primeros 10 naturales:
12,22 3 4% 5% 6°,7%,8,9% 107
0 sea,
12 +22 +3 +4% +5 +6%+7° +8 + 9% +10°

Como es facil ver, el término general es a, =k?, con lo que nuestra suma puede adqui-

10
rir el aspecto méas descansado Zkz . Asi, se tiene la igualdad
k=1

10
D kP=1"+22+3 +4*+5°+6°+7° +8° +9° +10%,
k=1



donde el lado izquierdo debe entenderse como una notacién mas compacta del lado de-
recho.

Si queremos considerar solamente 3* +4° + 5% + 6%+ 7° + 8> +9° +10° pondremos

10
Zkz =32 4+4%+52 +62+7% +8% +9% +10?
k=3



n
b) Lasuma p+p+---+ p , con la notacion de sumatoria, se escribe Z p, lo cual
%/—J k:].
n sumandos

no nos debiera sorprender durante demasiado tiempo. La apariencia anomala se debe a
que no figura algo asi como a, , cosa que se subsanaria formalmente definiendo

a =a, =---=a, = p. Claramente esta precision seria tediosa y absolutamente inutil.
7

Con esta notacion, le 5, ya que estamos sumando el nimero 1 a medida que avanza
k=3

el indice de sumacion: k =3,4,5,6,7 habiendo entonces (7—3)+1 sumandos. Por lo

n n
mismo, el lector entendera las igualdades len y Zl=n+1.

k=1 k=0
c) Fijemos un numero real r, y consideremos sus primeras potencias
R S G S T &

Utilizando la notacion estandar para su suma, se tiene

P +r+ri+. 40",
Con la notacién compacta, y teniendo presente que el término general es r*, ponemos
n
>ore.
k=0
Asi
n
Dork=rl a4ty
k=0
Como r®=1 y r* =r, serd mas natural poner

I4r+r2 43+ 40"
Volveremos sobre esta suma.

Observacion. Una vez familiarizados con la notacion sumatoria, debe resistirse a la
tentacién de abandonar definitivamente la notacion tradicional. En ocasiones las mani-
pulaciones son mas claras cuando se hacen al estilo clasico. Por lo tanto, seremos due-
fios, y no esclavos, del simbolo de sumatoria.



Propiedades elementales de la sumatoria

Sean dos listas finitas de ndmeros, digamos a,,a,,...,a, ¥ b,b,,...,b,. Entonces se
cumplen las siguientes propiedades.

e Aditividad (suma término a término)

kz_; a, +b) Zak+2b

e Homogeneidad (sacar los escalares afuera)

> Za, =Y a, (A esunnimero fijo)
k=1 k=1

Prueba de la aditividad.
Surge de la definicién de suma, méas una aplicacion reite-
rada de las conocidas propiedades asociativa y conmutativa de la suma

Zn: a +b)=(a,+b)+(a,+b,)+---+(a,+h,)

(8t era) (B, s eD)

=kZak +>b
=1

k=1

Prueba de la homogeneidad.
Se basa solamente de la propiedad distributiva del
producto con respecto a la suma:

z/lak da +Aa, +--+Aa =A@ +a,+---+a)= ﬂZak

=1 k=1

Combinando ambas propiedades, se obtiene la también llamada linealidad:

Zn:(aak + /b, ) = azn: a + ,an:bk (o, B reales fijos)
k=1 ket

k=1

Ejemplos.
a) 3(3+5) =23k + Y5 =33k + 35"
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
b) ZH:(Zk +1) = Zzn:k + Zn“l = ZZn:k +n  (tener presente que Zn:l es la
k=1 = = k=1

n
sumade n unos: » 1=n)
k=1



Sumas parciales y recurrencia

Supdngase que se tiene una lista de numeros reales, digamos
a, a,..,a, a

ya,
Podemos considerar las Ilamadas sumas parciales
S, =a,

S,=a,+a,,

S;=a +a, +a,

Nl e

Sn+1:a1+a2+"'+an+an+1

Ejemplos

1 . .
a) Dada a, =—, se tiene las sumas parciales S,
n

81:1 82:1-{-3 83=:I."|'1+1 Y eee Sn=1+1+1+"'+£
2 2 3 2 3 n

b) Para b, =r",con k=0,1, 2, ..., las sumas parciales T, son
T,=1, T,=1+r, T,=l+r+r’ , .., T =l+r+ri+.+r"

¢) Dada la sucesion 1, -1, 1, -1, ...cuyo término general es (-1)"*", se tiene
S, =1, S,=0+(-1)°=0, S,=S,+(-)*=1, S,=S,+(-1)°=0
y, como es facil ver:

n

1 si nimpar
0 si  npar

d) (Puede omitirse en la primera lectura)

: L —net L
Las sumas parciales de la sucesion a, = ( k) tienen la expresion general

n(_1\k+1 _\n+l
Tnzz&zl_l_kl_i_}_..._k( 1)
= k 2 3 4 n

Si se quiere visualizar més en detalle las sumas parciales, sera

T,=1

En ocasiones, podria ocurrir que para el término general debamos hacer la distincion,
segun sea el indice par o impar:



Observando atentamente la evolucion de las primeras sumas parciales, ya vemos lo que
ocurre:

T2n :1_1+1+...+ 1 _i
2 3 2n-1 2n
mientras, para las impares:
T2n+1:T2n+L:1_1+1+' '_i :
2n+1 2 3 2n 2n+1

La recurrencia.
Observamos que una vez conocida S,, para calcular S, no hace falta sumar los

tres valores a,,a,,a,, Sino que recurrimos a la cuenta realizada para calcular S, , ya que
S,=S,+a,. Paracalcular S, recurrimos a la cuenta hecha con S, y le afiadimos a,."”

Adviértase que S, =S, ,+a,, Y asi sucesivamente. Un hecho trivial que, sin
embargo, deseamos destacar, es que S, —S, ,=a,. El lector debe estar dispuesto a
mostrar que esto es realmente asi.

Ejemplos.
a) Sies S =) r" entonces S -S , =r"
k=0

b) La idea anterior puede extenderse en el siguiente sentido: si nos preguntamos
quées S ., —S,, puede convenir escribir ambas sumas:

Spep=Sp =+, ++a +a,,,++a,, —(@+a,+-+a,)

n+1

=a,, ++a,,

n+1

Y ahora reflexionamos: sumar hasta n+ p es lo mismo que sumar hasta n, tomarse un
respiro y luego, partiendo desde n+1, seguir hasta n+ p. Es por ello que sia S, le
quitamos S, es como si sumaramos solamente después del respiro: partimos desde
n+1y terminamosen n+p.

Asi, por ejemplo, S, —S,s =,y +ay +- -+ a,;-

A la suma de los primeros 107 términos le hemos quitado la suma de los primeros 28 ,
lo que equivale a arrancar desde el término 29.

c) Para Sn=1+1+l+---+l, se tiene
2 3 n

SZn_Sn :i_ki_k..._{_i
n+l1 n+2 2n

Calculando sumas sin contar uno por uno

) si usted ha decidido comenzar a hacer un ahorro diario, y @, es el dinero que introduce el dia

n
k, entonces la suma parcial S, = Zak es el ahorro acumulado hasta el dia n.
k=1



Todos sabemos que para calcular el total de baldosas de un patio rectangular embaldo-
sado de la manera comun, no hace falta contar las baldosas una por una, sino que basta
con multiplicar las cantidades de baldosas existentes en dos lados contiguos. Anéloga-
mente veremos que algunas sumas muy importantes, pueden ser conocidas jsin sumar
todos los términos!

Daremos unos ejemplos que corresponden a formulas muy populares.

Ejemplos.
a) Lasuma de los primeros n naturales.
Queremos sumar

S, =1+2+3+---+n.
n(n+1)

n
Encontraremos una férmula para esta suma. Veremos que Z k= 5
1

Quiza el lector conozca ya el truco: pongamos

S;=1+2 +3 +--+(n-D+n
Miramos esta misma suma pero leyéndola de derecha a izquierda:
S,=n+(n-)+(n-2)+---+3+2+1.

Procedemos a sumar, pero antes las acomodamos para que se vea mejor el procedimien-
to:

S, =1 + 2 + 3 + - 4+ n=-2 + n-1 + n
S,=n + n-1 + n-2 + - + 3 + 2 + 1
Sumamos ahora, pero por columnas. Visualizamos las columnas:

22 [

Al sumar dentro de cada columna , vemos que siempre se tiene el mismo valor: n+1.
Ademas tenemos exactamente n columnas. Entonces

S,+S,=(n+D)+(n+D+---+(n+1) =n(n+1)

n sumandos

2S, =n(n+1)
5. - n(n+1)
2

De esta forma, si queremos calcular S=1+2+3+.--+100, basta con hacer
1 101 . .
S :¥:5050. Hemos pues calculado la suma de los primeros cien naturales,

isin sumarlos uno por uno!.

b) Suma de una progresion geométrica de razén r,con r =1 .
Queremos calcular la suma

T+r+r’+-ar"
Veremos que si r =1, entonces



n+l

-r
1-r

I+r+r’ 441" =

Pongamos
S, =1+r+r’+r’+.+r"t +r" (A)

Ahora préstese atencion al siguiente truco: multiplicamos por r ambos lados de la su-
ma (A):
S, =r.A+r+r>+r’+..+r" +r")
S, =rl+rr+rr’+rrd++rr"*+rr")

Teniendo presente que si k es un nimero natural, entonces r* es el producto de r por
si mismo k veces, se tiene r*r =r*", y entonces esto nos da

S, =r+r’+r’+..+r"+r" (B)

Obsérvese que (A) y (B) tienen en comun casi todos sus sumandos: desde r hasta r".
Si consideramos la diferencia, estos sumandos que viven en ambas expresiones se van a
cancelar.

Restamos pues (B) de (A), desapareciendo casi todo:
S, —rS, =1-r"

@-r)S, =1-r""
y como el factor de S, es distinto de cero (siendo r =1, es r—1=0) , podemos dividir
ambos lados de la igualdad para obtener

n+l

1-r
1-r

I+r+r’ 441" =

(r=1)

que es lo que se queria probar.

__ 910
172 =1023
2

Por ejemplo, parar=2y n=9 setiene 1+2+2°+2°+...+2° =

Nota. esta suma es muy importante, y conviene que el estudiante aprenda de memoria
dos cosas:

a) El argumento que permite deducir la formula.

b) La igualdad hallada.

Aclaremos que esto no es una incitacion a estudiar de memoria, lo que significaria re-
petir un argumento sin comprenderlo. Si en cambio es importante memorizar la estrate-
gia.

Las siguientes sumas, conocidas como telescopicas, seran de importancia



Sumas telescopicas

Una suma se llama telescdpica cuando es de alguna de las siguientes formas

n

Zn:(bk —by,1) 0 bien Z(bm —b,)

k=1 k=1
Examinaremos la primera, siendo la segunda enteramente analoga.

(b, —by) = (B, )+ (b, ~b, )+ (b, —b, )+ -+ (b, , —b, )+ (b, ~by.)

k=1
Los paréntesis se han colocado solamente para mostrar como aparece cada sumando, y
quitandolos se hace mas evidente que entre primer y segundo grupo mueren juntos —b,

con su opuesto b,; también se van juntos b, con —b,. Aunque no se muestra todo, el
—b, del tercer grupo se cancela con el b, del grupo inmediato. Tampoco se “ve”, pero
se siente, que el b, , del penultimo grupo se cancela con su inmediato izquierdo (escon-
dido entre los matorrales de los puntos suspensivos). Por fin, el b, se cancela con su
vecino —b, . Luego de tanta cancelacion, solamente quedan dos sobrevivientes: los ex-
tremos b, y b,.,, que no tienen con quién cancelarse. En definitiva, nos queda

(b, ~be)=b, b, ,

k=1
Si tenemos presente como queda un telescopio al plegarlo o desplegarlo, se entiende la
razon por las que estas sumas se llaman telescopicas.
Para “sentir” esta ultima forma, méas que recurrir a la memoria (que puede traicionarnos)
, resulta quiza més sencillo imaginar las sumas y luego sus cancelaciones.

n+1?

Ejemplos.
a) Z((k +1)° - k3) es una suma telescépica, y mirandola en detalle podremos lue-
k=1
go cancelar, comprobando que

Y (k+1)°-k) =22 - +3° =2’ 4. 40’ = (n=D*+ (n+1)* —n° = (n+1)° -1

k=1
O sea:
D (k+1)°-k*)=(n+1)° -1
k=1
b) Probemos que es telescdpica (aungue de entrada no se note) , la siguiente suma.
L1 1 1 1 1 1
> = —— et Hoeet
T kk+) 12 23 34 k(k+1) n(n+1)
. 1 1
Con una sencilla cuenta comprobamos que , con lo cual
k(k+1) k k+1
B Z k(k 1) ;(E_ k+1)
1 11 1 1 1 1
=l-= + ——= + =—= ——
2 2 3 3 4 n n+l
b

n+1
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Asi hemos obtenido practicamente gratis la formula de condensacion

" 1
Zk(k 1)

=} n +1

Luego volveremos sobre esta formula.

. N : - 1 1 1
Observacion. Esta triquifiuela consistente en escribir =————, para de esta

k(k+1) k k+1
manera escribir la suma propuesta de manera telescopica, nos produce asombro en un
primer contacto; VVéase la Practica para casos similares.

c¢) Dado que para todo par de reales x>0 e y >0 vale In (5j =Inx-Iny, se podra
y

ver sin esfuerzo otra telescopica; observemos antes que en virtud de esta propiedad del
logaritmo, se tiene In(1+ ij In (kl‘fl) In(k +1) - In(K).

Analizamos ahora Z In (1+%j

k=1

Zln(1+—j Z| (k”j =3 [In(k +1) - In(k)]

=In2-Inl+In 3—In2+ -+In(n+1)—In(n) =In(n+1)
En fin:

gln(&%) = In(n+1).

d) (Este ejemplo puede omitirse en una primera lectura)

Estudiaremos la suma Z( k+1)

Escribiremos esta suma de dos maneras distintas:
Por un lado, la telescopia nos suministra la igualdad

n
Y(r =) = v o ™ =1
k=0

Por otro lado, teniendo presente que r* —r*"* =r*(1—r), se tiene

Zn:( r*t) = Zr 1-r)= 1—r)kZ:;rk

k=0

Hechas estas dos escrituras de la misma suma, los lados derechos tienen que resultar
iguales:

(1- r)zn: rk=1-r"
k=0

Si ademas es r #1, obtenemos nuevamente la formula de condensacién
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n _ n+l
Dor 1or (r=1).

= 1-r

e) (Puede omitirse en una primera lectura)
n(n+1)

n
Encontraremos nuevamente la igualdad Zk =
k=1
un alcance mayor, ya que nos permitira luego calcular férmulas para las sumas

zn:kz , Zn:ks , etc.
k=1 k=1

Estudiamos la suma "[ (k +1)* —k® |, bien telescopica ella:
k=1

, pero mediante un artificio de

Y[k+1)’ -k =22 -1 +8 =22 +4° -3 4.+ (n+1)° -0’ = (n+1)* -1 (A)
k=1

Por otro lado, la misma suma, aprovechando el hecho de que (k +1)* —k* =2k +1, toma
el siguiente aspecto:

n n

Z[(k+1)2—kzjzzn:(zk+1)=22k+§n:1:23n+n (B)

k=1 k=1
donde hemos puesto S, =k
k=1

Igualando ahora los lados derechos de (A) y (B) se tiene
2S, +n=(n+1)°-1
de donde
S, =(n+1)*-(n+1)
2S, =(n+1)[n+1-1]
_n(n+1)
"2

S

Observacion. Puede pensarse que esta prueba es demasiado complicada comparado con
la estrategia expuesta paginas atras para obtener el mismo resultado. Ninguna es mejor
que la otra, y en el ejemplo siguiente puede verse cdmo esta misma estrategia nos per-
mite hallar una formula para calcular la suma de los cuadrados de los primeros natura-

les, 1 +2° +---+n°

f) (Puede omitirse en una primera lectura)
2 n(n+1)(2n+1)

+2°+---4n

6
Llamemos T, =1° + 2% +---+n® y consideremos la suma Z[(k +1)° - k3]
k=1
Como antes lo hiciéramos con Z[(k +1)2 —kzj, ahora calculamos Z[(k +1)° —k3]
k=1 k=1

de dos maneras distintas.
Por un lado, la suma es telescopica:
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n

Yk -k | =22 -1+ -2 44 (n+1)° -0’ =(n+1)°-1 (1)

k=1
Por otro lado, y conociendo el desarrollo del cubo de una suma, en el paso k se obtiene

(k +1)° —k® =3k*.1+3k.1* +1°

(k+1)° —k®=3k*+3k +1

Esto lo aplicamos sobre cada sumando de Z[(k +1)° - k3] , obteniendo
k=1

n (k+1)°-k* | = (3K 43k +1) =3 K2 +3Y k+n®) (1)
| =2 )=k 33,

k=1

Ahora bien, (I) y (1) tienen en comun el lado izquierdo, de manera tal que son iguales
sus lados derechos:

3D k*+ 3>k + n = (n+1)°’-1
k=1 k=1
Recordando que T, es lo que queremos calcular, y que, como ya hemos probado,

Zk = n(n2+1) . se tiene

k=1

3T, +gn(n+1)+n =(n+1°-1
y, luego de despejar un poco:

3T = (n+1)° ~1-n-3"NN+Y

=+’ —(n+D)—(n +1).3?n
=(n+[(n +1)2 —1—3—2n]

=(n+D[n° +2n—§n]

, N
=(n+1)[n +§]
_(n +l)n(n+%)
~(n+Dn(2n+1)
- 2

En fin:

a7 — n(n+1)(2n+1)

" 2

O sea

n
®ORecuerde que Zl =n
k=1
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T n(n+1)(2n+1)
" 6
Obtuvimos asi la formula
2427 i = n(n+1)(2n+1) |
6
Por ejemplo,
249243 4+ 11007 = 100.101.201
6 L

resultado al cual hubiésemos llegado solamente luego de largos padecimientos en caso
de sumar cuadrados de los primeros cien nimeros naturales.

Podemos resumir algunas sumas importantes:

. 1+2+3+---+n:n(n+l)
. 12+22+m+n2:n(n+1)(2n+1)
6
_pntl
. 1+r+r2+--~+r”=11r (r+1)
—-r

e 1+3+5+---+(2n-1)=n* (puede hallarse utilizando la misma triquifiuela uti-

lizada en la primera obtencion de la férmula para sumar los primeros n natura-
les).

) Si esto no es belleza / la belleza donde esta.....
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Sucesiones sumables (Series)

Ya sabemos sumar una cantidad finita de numeros; ahora queremos extender la nocién
de suma a una cantidad infinita de nimeros reales.
Esto seria algo asi como poner

a+a,+a;+-
donde los puntos suspensivos indicarian que sumamos indefinidamente. Pero ello signi-
ficaria que jamas terminamos de sumar, lo que no parece prometedor. Como veremos a
continuacién, algo se puede rescatar.
El recurso es considerar las sumas parciales, que hemos visto anteriormente. Pongamos
las sumas parciales asociadas:

Slzal
S,=a +a,
83:a1+a2+a3

S,=a,+a,+a,+---+a,
A medida que aumenta n, vamos sumando mas y mas, pero nunca nos detenemos. He

aqui que el paso al limite, de existir, puede aligerar nuestra fatiga, como veremos ense-
guida.

Definicion de sucesion sumable

Sea una sucesion a, y Illamemos S, a la sucesion de sus sumas parciales.
Si existe un nimero real S tal que IimS, =S, diremos que la sucesion a, es suma-

n—o0

ble, consuma S .

Si el limite mencionado no existe, o bien existe pero es infinito, diremos que la sucesion
no es sumable.

Obsérvese entonces que con esta definicion de sumabilidad, una sucesion infinita se
puede “sumar” cuando, y solamente cuando, sus sumas parciales tienen un limite finito.

Ejemplos de sucesiones sumables

a) Fijadounreal r con |r| <1, lasucesion r": 1, r, r?, r®....r"
es sumable. Para verlo formamos las sumas parciales

S, =1

S, =1+r,

S, =1+r+r°

S, =1+r+r>+.--4r"
y queremos averiguar si la sucesién de estas sumas parciales tiene un limite finito.

Como ya lo hemos calculado:

n+l

1-r

S, =l+r+r’+...4r"=
1-r
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Analizar entonces la existencia de limite finito para S, =1+r+r°+---+r" se reduce a

_phtl

analizar la situacién sobre 1
—r

Siendo
1_ rn+1 1 rn+l

1-r 1-r 1-r

n+1

=0 (recuérdese que hemos decidido considerar solamente el

. . 1
caso |r|<1),seobtiene IimS, SR
n—oo _r

o r
y puesto que I|ml

. ., . 1
Esto nos dice que la sucesion considerada, cuando |r| <1 es sumable, con suma s
-r

b) La sucesion
-1,1,-1,1,...,(-D", ...

no es sumable, ya que sus sumas parciales son

S,=-1, S,=-1+1=0 S,=S,-1=-1 §,=S,+1=0

n

S -1 sinesimpar

- { 0 sinespar
y como la sucesion S, de sus sumas parciales no tiene limite, concluimos que la suce-
sion (—=1)" no es sumable.

C) Probaremos que la sucesion 1,

po

N |-

.1
’4’ 1n

Wl

no es sumable. La prueba, muy breve, e el absurdo.

(72]
=

Imaginemos, por un rato, que dicha sucesion es sumable. Ello significaria que sus su-
mas parciales S, forman una sucesion con limite finito, digamos S . Méas precisamente:

limS,=S (SeR)
Una suma parcial tipica sera

S, =21=1+£+---+1.
i K 2 n

Ahora bien, si 1imS, =S, también lo mismo es cierto para la subsucesion de las sumas

nN—o0

parciales de indice par: 1imS, =S , por lo cual, y gracias a que S es un ndmero real,
n—oo

podemos restar sin problemas, y obtener

lim(S,,—S,)=0 ©

& Obsérvese gue en caso de ser S =+o0, hubiésemos tenido una resta con forma indetermi-
nada +oo— (+©).



16

Pero poniendo de manera explicita S, —S, , es facil ver que se tiene
1 1 1
+ ...

S, + +
n+l1 n+2 n+n

n~ “n "

Asi:

. 1 1 1
lim + 4ot =0
nso\ N4+l nN+2 n+n

Pero la siguiente acotacion sera reveladora: la suma

1 1 1
_l_

n+l n+2 n+n
de n sumandos™*), es seguramente mayor que n veces el sumando mas chico, que es

1 - , .
o (el ultimo sumando). Més precisamente
n

1 1 1 1 1 1 1 1
_ -ttt —>—F — e —=N—=—
n+l n+2 n+n 2n 2n 2n 2n 2

n sumandos

Pero ahora obtenemos

1 1 1 1
S, =S, =—+—F+- >=
n+l n+2 n+n 2

S,, =S, >l

2

lo que va en contrade lim(S,, -S,)=0.
n—oo

El absurdo provino de suponer que las sumas parciales tenian limite finito. Por lo tanto,
la sucesion de los reciprocos de los naturales no es sumable.

1111

d) Para la sucesion : : : Loy
12 23 34 45 n(n+1)

n

se tiene las sumas parciales T, z 1
i k(k+1)

. Como vimos al introducir sumas telesco-

1 1
=———— merced a lo cual

k(k+l) Kk k+1’

_Z(l_i 1_L

T = =
kZ::k(k+1) — 'k k+1 n+1

picas, es

En fin: T, 1—% de donde obtenemos que la sucesion de sumas parciales T, tiene
n+

limite1, lo que nos dice que la sucesion examinada es sumable, con suma 1

Una vez aclarada la nocién de sumabilidad de una sucesion, abandonaremos casi defini-
tivamente la palabra sumable (abandonaremos la palabra, no el concepto), y nos subor-
dinaremos a la tradicion, que habla de series.

&) Mirando los denominadores, es facil ver gue hay n sumandos.
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El lenguaje de las series

Ya hemos comprendido el significado de “sucesion sumable”. Conectaremos ahora este
concepto con el concepto de serie convergente, que es el mismo, pero con una notacién
que incluye algunos abusos de notacion y lenguaje; hemos querido evitar estos abusos al
tomar contacto por primera vez con la idea de sumabilidad.

Partiendo de la sucesion (a,) de nimeros reales

a, 8,850, ,.nee
podemos producir una nueva sucesion formada por las Ilamadas sumas parciales

Sy =ay, S,=a,+a,, S;=a +a, +a
y asi sucesivamente, quedando definida la suma parcial
Sy=a+a,+3++a, => a
k=1

Esta nueva sucesion (S,) de las sumas parciales se llama serie de término general a, , y
es tradicional representarla por medio de alguna de las tres notaciones:

a +a,+a,+; A +a,+a, tera e > a,

Cuando no haya lugar a confusion, podremos poner simplemente Zak .

Definicion. Cuando la sucesion de sumas parciales S, tiene un limite finito, decimos

que la serie Zak converge, y a su limite lo llamamos igual que a la serie: Zak .Sien
k=1 k=1
cambio el limite es infinito, o bien no existe, decimos que la serie es divergente.

Observacion. Notese los dos sentidos asignados a Zak . Por un lado este simbolo
k=1

denota a la sucesion S, de las sumas parciales. Por otro, denota al limite de las sumas
parciales, en caso de que este limite exista. Unos ejemplos aclararan este punto.

Ejemplos.

a)

e Cuando hablamos de la serie Z r* , estamos haciendo referencia a la sucesion
k=0

n

: k

de sumas parciales S, = E re.
k=0

e Cuando decimos que la serie Zrk es convergente, estamos diciendo que sus
k=0

sumas parciales tienen un limite finito (De momento, hemos observado que
cuando | r|<1, la serie converge)

. = 1 ..
e Cuando decimos que Z r* = T (Jr|<2), estamos diciendo que
k=0 -r



b)

d)
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im>r =1 (r|<y
k=0 r

n—o 1-

., 1 . . -
También podemos poner 1+r+r’+---+r" +... = - bien entendido el signi-
—r

ficado del lado izquierdo.

Al hablar de la serie Z(—l)k+1 , estamos hablando de la sucesién de sumas par-
k=1

ciales -1, 0, -1,0,...

Podemos decir que la serie Z (-D*+

k=1
cesién de sumas parciales no tiene limite.

es divergente, porque sabemos que la su-

: - | -
Cuando decimos “la serie Z—" estamos pensando en la sucesion de sumas
k=1

. . . L1
parciales construidas a partir de la sucesion —.

n

Podemos decir que la serie Z
k=1

parciales, no tienen un limite finito.

es divergente, porque sabemos que sus sumas

x|

o0

ZE =+oo significa no solamente la divergencia de la serie, sino que especifica
k=1
n

., . 1 1
también que para las sumas parciales ZE vale S, :ZE_) +00 . ESto es sen-
k=1 k=1

cillo de entender por la siguiente razon: Siendo S ., =S, +—1 la sucesion S
n+

es creciente!” | y sabemos que toda sucesion creciente tiene limite, finito 0 més

infinito. Segn hemos visto anteriormente, la suposicion de limite finito nos lle-

vaba a una contradiccion, de donde 1imS, =+o.

n—oo

z k 0 =1 significa que, ademéas de la convergencia, tenemos la informa-

c'é exacta sobre su suma, en este caso igual a 1, ya que como vimos,

> 1 1
k(k+1)

o n+1

*

S,., se obtiene sumando a S un nimero positivo.
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Hemos entendido qué se entiende por convergencia de una serie, y qué por diver-
gencia. También hemos valorado la importancia que puede tener el armar las sumas
parciales y estudiarlas. Nos interesa ahora desarrollar algunos criterios para detectar
cuando una serie converge o no, sin recurrir al andlisis de las sumas parciales. Esto es
asi porque no todas las series convergentes tienen asociada una férmula que nos informe
de su suma, como hemos visto en el caso de las series geométricas de razon r con

1
| r|<1, ni tampoco son tan amables como la telescopica z k(k1D)’
k=1

Es preciso obtener unos criterios para detectar el comportamiento de las series, ané-
logamente a lo que ocurre cuando estudiamos las sucesiones.

Digresidn. Un hecho sobre el cual invitamos a reflexionar: cambiar un numero finito de
términos de una sucesion no altera su sumabilidad. (por supuesto que en caso de con-
vergencia, lo que si se altera es la suma).

El més elemental de todos los criterios, es el llamado criterio de la condicion necesaria,
gue pasamos a examinar.

Una condicion necesaria para la convergencia de una serie cualquiera

Teorema. (Condicidn necesaria de Cauchy)

Si Zak es convergente, entonces lim a, =0.

k=1 nN—oo

n
Demostracion. Por hipdtesis, la sucesion de sumas parciales S, :Zak tiene limite
k=1

finito. Mas precisamente, existe un nimero real S tal que 1imS, =S . Como también

n—ow

limS, , =S, deducimos que Iim(S, -S, ,)=S-S=0

nN—oo

Pero como es facil ver, S,—S,, =a, (jhaga las sumas parciales y reste!), de donde
tenemos lima, =0.

n—oo

Ejemplos

a) Laserie Z( 2)* no es convergente, ya que I|m( 2)" no existe.
k=0

b) z r* no convergessi |r|>1, yaque en este caso no se cumple la condicion
k=0

necesaria limr" =0

n—oo

k2 1
C no converge, vaque lim———===0
) szz ge. yaq n>o 3k?4+5 3

d) Z( 1)* no converge, ya que no existe I|m( n"

k=1
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e) > _.n® no converge, ya que lim n®#0
k=1

Advertencia. No se debe hacer decir al teorema mas de lo que éste dice. El teorema
dice que si la serie converge entonces forzosamente su término general ha de tender a
cero. Dicho de otra forma: si el término general no tiende a cero, entonces la serie no
puede ser convergente.

En cambio, el hecho de que el término general tienda a cero nada dice sobre la conver-

. . . . N | .
gencia de la serie. Por ejemplo, como lo hemos analizado, la serie Z— es divergente,
k=1

.. 1
sin importar que Iim==0. Por lo tanto, pretender que sea convergente argumentando

n—oo n

que II'ml=0 significa no haber reflexionado acertadamente sobre el significado del

n—oo n

teorema.
Este teorema permite afirmar que ciertas series no convergen, pero nunca, jamas, puede
ser argumento a favor de la convergencia de una serie.

Series de términos no negativos

Las series de términos no negativos son las méas sencillas para estudiar, y su estudio
constituird una base para estudiar series con términos generales con signo variable.

Comenzaremos con un hecho clave, segin luego se vera.

Propiedad. Dada una sucesion de términos no negativos
a,a,,a,...,4a,, ... (8,20 VneN)

la sucesion S de sus sumas parciales es una sucesion creciente.

Demostracion. Dadoque S,,, =S, +a
no negativo. Mas precisamente:

en este paso estamos agregando a_,, que es

n+l?
Sn+1 = Sn + an-*—l 2 Sn (pues an 2 0)
O sea:

Sn+l 2 Sn
que es lo que se queria demostrar.

Como sabemos, toda sucesion creciente tiene limite: limite finito si la sucesion es aco-
tada superiormente, y limite mas infinito si la sucesién no esta acotada superiormente.
En vista de esto, la convergencia de una serie de términos no negativos es equivalente a
la acotacidn superior de sus sumas parciales. A la luz de esta reflexion, el lector debera
ajustar los detalles del siguiente

© Errores de este tipo son frecuentes en distintas actividades humanas. Se alude a esta confu-
sion con frases como “confundir el directo con el reciproco” o bien “confundir condicién necesa-
ria con suficiente”. Si bien es un error comun, no se trata de un error menor, y hay en la vida
diaria innumerables muestras de sus efectos catastroficos.
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Teorema.

Dada una serie Zak de términos no negativos, se tiene:
k=1

o0

n
e > a esthacotadasuperiormente = >’ a, converge
k=1 k=1

0

n
e Y. a noestaacotada superiormente = > a, no converge
k=1 k=1

Definicion. Si dos series Zak y Zbk son tales que existe un natural N tal que
k=1 k=1

a, <b, para todo indice k>N, se dice que la serie Zbk es mayorante de la serie
k=1

o0

Zak . También se dice que la primera estad mayorada o dominada por la segunda.
k=1

Ejemplos.
= 1 w1l . 1 1
a) Z— mayora a la serie Z—, yaque de O<Ink <k, se obtiene — >—
= Ink =n Ink k
b) dadas las series de respectivos términos generales (-1)*" y (-=1* , ninguna es
mayorante de la otra.

Primer criterio de comparacion.

(Una serie de términos no negativos dominada por una serie convergente, es conver-
gente).
Sean (a,)y (c,) unas sucesiones de nimeros reales no negativos. Entonces

Si0<a,<c, VneN vy ch converge, entonces Zak converge
k=1 k=1

Demostracion. Pongamos
A=a+a,+-+a,
C,=cC+C,+--+C,

Puesto que a, <c, , &, <C, ,..., a, <C,, Se tiene

a+a,+-+a,<c+C,+:-+C,
O sea
A =<C,

Pero como sabemos, la convergencia de la serie ZCK significa que sus sumas parciales
k=1

C, estan acotadas superiormente: existe un C e R tal que C, <C.
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De A <C,, setiene A, <C, <C, lo que nos dice también que las sumas parciales A,
estan acotadas superiormente. Como la sucesion A, es creciente, su acotacion superior
nos permite concluir que A, tiene un limite finito. Pero esto es lo mismo que afirmar

que la serie Zak converge.
k=1

Observacion. el criterio sigue valiendo si la desigualdad 0<a, <c, es valida desde un
natural en adelante. La justificacién queda a cargo del lector, y no debiera ser soslayada.

Es recomendable que el lector intente hacer un esbozo de la estrategia empleada en esta
prueba, algo asi como un croquis, en el que solamente escribird los trazos mas gruesos
de la demostracién. Luego intentard llenar mentalmente los claros dejados. Por fin in-
tentara escribir toda una prueba completa y, si ya no le encuentra errores para remediar,
se la dara a la critica de uno o dos compafrieros.

Ejemplos.

w1
a) Laserie ZF es convergente:
k=1

Dado que k* > (k-1)k >0, se tiene LI

% m (k> 2) , pero como hemos aprendi-

es convergente. Por el criterio de comparacion es

do anteriormente, la serie Z
=2 (k=Dk

1
K2
misma cosa deberan ser atendidos por el lector.

Los detalles referidos a que Zi

convergente la serie ) 2
k=2 k=1

> 1
y ZF no son una
k=2

b) Prueba de la convergencia de
=1 1 1 1 1
D=l —+ +oet Hoe
= k! 2 32 432 n(n-1)(n-2)...3.2
Tomemos k > 2,y estudiemos k!=k(k-1)(k—-2)...3.2

k-1 factores

Siendo k > 2, todos los factores salvo el Gltimo son mayores que 2, de donde se obtie-
ne

k1>2.22...2=2"
%/_/

k—1factores
Como es facil comprobar a partir de esto, vale k!> 2** para todo natural k , quedando-
nos las desigualdades
1>2° 21>20 31>2% 41>2° | kI1>2" .
tomando reciprocos:

1 1 1 1 1 1 1
—<—=; —<=- =<= —<—
1020 2172 31 22 Tkl 2Kt
De este modo, la sucesion 1, 1 , l C e i ,
2 3! k!
. 1 1 1 1
queda dominada por PR =i
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Ahora bien, estamos en presencia de una serie geométrica de razon > siendo entonces

una serie convergente de términos no negativos. El criterio de comparacion hace el re-
sto. Todos los detalles a cargo del lector.

Advertencia. Una aplicacion desaprensiva del criterio de comparacion puede traer re-
sultados catastroficos. El siguiente procedimiento es equivocado, como deberé descifrar
el lector.

Estudiar la convergencia de la serie Zak donde a, =—1Vk e N. Observamos que su
k=1

término general no satisface la condicion necesaria lima, =0, de donde se sigue que

n—oo

la serie no puede ser convergente .

Por otra parte, si consideramos la serie ch de término general ¢, =0, se cumple
k=1

entonces a, <c, (—1<0) para todo indice, y ademas ZCK es claramente convergen-
k=1

te. En consecuencia segln el teorema de mayoracion la serie Zak debe ser convergen-
k=1

te. Encuentre el lector el defecto.

Segundo criterio de comparacion.
(Una serie de términos no negativos que domina a una serie divergente, es divergente)

Sean (a,) Yy (d,) unas sucesiones de nimeros no negativos.

Sia,2d, 20 VneN y de diverge entonces Zak diverge
k=1 k=1

Demostracion 1.
Pongamos A =a +a,+---+a,y D, =d, +d,+---+d,

Que de diverge significa que la sucesion de las sumas parciales D, no esta acotada
k=1
superiormente. (Esto es por el crecimiento de la sucesion de sumas parciales)

Como hiciéramos en la demostracion del primer criterio, de la relacion
a,=2d, VvneN
deducimos
A, =D,
y como D, no esta acotada superiormente, entonces por ser A > D, , no puede estar A,
acotada superiormente. Pero esta Gltima condicion, en el ambiente de las sucesiones de

términos no negativos, es equivalente a la divergencia de la serie Zak .
k=1
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Demostracion 2.

La prueba se hace por el absurdo, teniendo en cuenta que el ambiente de las series de
términos no negativos, solamente caben dos posibilidades: o bien la serie converge o

bien tiende a mas infinito. Si fuese Zak convergente, como esta serie es mayorante de
k=1

la serie de términos no negativos de , esta ultima serie deberia ser convergente, en
k=1
virtud del primer criterio de comparacion. Pero esto va contra la hipétesis, donde se

asume que de es divergente. Nos queda una unica posibilidad, y es la divergencia
k=1

o0

de > a,

k=1

Ejemplos.

a) Laserie Z o es divergente. Basta con comparar sus términos con los de la se-

rie (armonica) Z— divergente: se cumple i>1 Vk € N ; ahora el segundo

a k Jkok

criterio de comparacién hace el resto.

b) Estudiamos la serie Z . Sabemos que Inx<x (x>0). Ademas, para

k2nk

k>2 es Ink >0,y asi se tiene i>1
Ink k

o 1 _ 1 : : .
El término general ™ mayora al término general e cuya serie asociada es divergen-
n

te. Por el teorema de comparacion, la serie examinada es divergente.

El siguiente criterio nos permitira ampliar notablemente nuestro conocimiento sobre el
comportamiento de numerosas series

El criterio integral de Cauchy.

Sea f :[1,+00) - R, una funcion no negativa y decreciente (por lo tanto integrable
Riemann sobre cada intervalo [1,b] < [1,+x))

Consideremos ahora las sucesiones S, = Z f(k) yT,= J'ln f (x) dx. Entonces ambas
k=1

tienen el mismo comportamiento: o ambas convergen o ambas divergen.
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Prueba visual del criterio de la integral

Demostracion. Comparando éreas, las figuras resultan elocuentes, y se tiene el
par de desigualdades

n n n-1
Zf(k)sjl Fdx <Y f(k)
k=2 1
0 bien
S,—f@<T,<S,
Si T, esta acotada superiormente, la desigualdad izquierda revela que S, — f (1) esta
acotada superiormente, y por lo tanto también lo estara S, . Si en cambio T, no estuvie-

se acotada superiormente, entonces la desigualdad derecha revela que tampoco puede
estarlo S, . Asi, o bien ambas sucesiones estan acotadas superiormente, o bien ambas

no lo estan. Siendo ambas sucesiones crecientes, esto equivale a que o
bien ambas tienen limite finito, o bien ambas tienen limite mas infinito.

Puede también visualizarse ambas desigualdades en un solo gréfico, tomando en consi-
deracion que el area bajo la curva entre 1 y n estd comprendida entre el area determi-
nada por los rectangulos grises, y el area determinada por los rectangulos mixtos.
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Las series p

Se Illaman series p a las de la forma Z— donde p es un namero real fijo.
l

Estudiaremos su comportamiento segun los valores que tome p.

. . R .
Cuando es p =1 se tiene la serie llamada armonlcaZ—, la que ya sabemos divergente.
n1 N

1 .
Cuando es p <0, resulta que — no tiende a cero, con lo cual para estos valores de p
n

la serie es divergente.
Utilizaremos ahora el criterio integral de Cauchy. Para ello consideremos la funcién no

negativa f :[1,+o) —> R definidacomo f(x)= ip (p>0). Una inspeccion sobre su
X

derivada nos muestra que es una funcién decreciente, y por lo tanto integrable Riemann
sobre cada intervalo cerrado [1,b] contenido en [1,+0). Ademas, como debia ser, se

cumple f (k) =ip.

51
Segun el criterio integral de Cauchy, las sucesiones ZF y j — dx tienen ambas
k=1

_ . i n 1 .
el mismo comportamiento. Estudiemos pues L — dx . Segun el valor de p tendre-
X
mos:

. . . TR = A . .
p=1| Estaremos volviendo a estudiar la serie armdnica Z— , ¥ al estudiar la integral
n=1

) nl
asociada tenemos jl —dx=Inn-=Inl=Inn
X

Ahora pasamos al limite: Il'mj —dx=limInn=+w
nN—o0 n—oo

De donde la serie armonica resulta divergente, lo que ya habiamos averiguado por otros
medios.

n
x| -1 oy

p=l LFdx—j:x“’ dx=—- "1

1-p

Observamos ahora que limn*? = . En consecuencia

nN—o0

400 Sip<l
{O sip>1

40  siO<p<l
lim —dx—illm(n =4 1

nowJd1 xP —p o —p_]_ Si p >1

Hemos obtenido todo lo que necesitamos para conocer el comportamiento de las series
p.

Z% divergesi p<1 yconvergesi p>1

n=1
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Este resultado debe ser aprendido de memoria, ya que las series p se utilizan muy fre-
cuentemente como series contra las cuales comparar otras series, para asi obtener in-
formacidn sobre el comportamiento de estas ultimas.

. . . 1 .
Obsérvese que el comportamiento de las p series con p =5 p=1y p=2 fue averi-
guado “a mano” anteriormente, lo que no debiera ser desechado con el argumento de
que el criterio de Cauchy nos caracteriza las series p de un solo golpe.

Un ejercicio mas que saludable sera hacer la consideracién geométrica que lleva al cri-

. . 51
terio de Cauchy, de manera totalmente artesanal, para probar la convergencia de Z—z
ka1 K
n

. . 1 . .
y luego la divergencia de ZE. O sea, sugerimos que para el primer caso esboce el
k=1

- 1 . . .
gréfico de =z para x entre 1 y n, dibuje los rectangulitos correspondientes, compare

areas, y finalmente obtenga razonadamente su conclusién. Algo analogo para el otro
caso. Hagalo: no va a haber perdido el tiempo.

Propiedades de homogeneidad y aditividad
a) (homogeneidad) Si Zak es convergente, entonces para cada real fijo A4,
k=1

D (4a,) es convergente, y ademas vale la igualdad ) (1a)=1> a,
k=1 k=1 k=1

b) (aditividad) Sean dos series convergentes > a, y > b, .

k=1 k=1

Entonces la serie “‘suma” z (a, +b,) esconvergente, y vale la igualdad

k=1
S (a,+b)=Ya +3h,
k=1 k=1 k=1
Demostracion de a).
Pongamos
S,=a +a,+a,+---+a, con S, > S =iak
T, =Aa +4a, + Aa; +---+ 14, -
Vemos que

T,=A(a +a,+a,+---+a,) =4S,
Por lo cual existe
[imT, =1im(4S,)=AlimS, = AS

n—o n—oo

Esto prueba a la vez la convergencia de Z:;lﬂak y la igualdad
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D> (Aa)=21) a,.
P P}

Hemos probado a).

En particular para 4 =-1, y dado que (-1)t=-t, se tiene que la convergencia de
" a, implica la convergenciade > " (-a,), con la igualdad

i (_ak) = _i a ©

k=1

Corolario 1. Si para algin real u=0 es Z(,uak) convergente, entonces Zak es
k=L kL

convergente. Para verlo, basta multiplicar por z .

Advertencia El que sea u#0 es fundamental, como lo prueba el hecho de que de la

innegable convergencia de z:;l (0.n), no se puede inferir la convergencia de z n.

[e]
n=

=1

Corolario 2. Para cada real x=#0, Z(,uak) es divergente si y solamente si Zak es
k=1 k=1

divergente.

Demostracion de b)

Pongamos

S,=a+a,+a,+-+a, conS —>S=> a
k=1

T, =b+b,+b,+--+b, con T, —>T=> b,
k=1

U, =(a +b)+(a+b,)++(a,+b,)

La conmutatividad y la asociatividad de la suma de los numeros reales hacen posible
escribir
U, =S, +T,
de donde vemos que existe
|anUn = |an(Sn +T,)=S+T (@)

Con esto probamos que la suma de dos sucesiones sumables, también es sumable.

Solamente nos falta ver que Z (a, +b,) esigual a la suma de ambas series.
k=1
Pero esto es inmediato: por definicion es limU :Z(ak +b,) y mirando en (@) se
n—ow 1
obtiene

© Naturalmente, esta propiedad puede ser facilmente demostrada a mano.
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Z(ak +b) = Zak +Zbk
k=1 k=1 k=1

Como sencilla aplicacion de las propiedades de homogeneidad y aditividad, surge la
siguiente proposicién que el lector demostrara:

Proposicion.
a) Dadas dos series convergentes Zleak y Zlebk y dos reales cuales-

quiera A, u, entonces ZL (Aa, + ub,) esconvergente, y

Z:):l(ﬂ’ak-'_ﬂbk):ﬂ’Zf:lak + ﬂz;bk

b) Si Z:;lak es convergente y z::ldk es divergente, entonces

D (a, +b,)es divergente.

Ejemplos.
a) La serie z:zl(B’” +n™) diverge, ya que si fuera convergente, entonces,
al ser convergente la serie de término general 37", también seria convergente la serie de

término general N =(3"+n™")-3" , lo cual es conocidamente falso.

b) El lector debe buscar (y encontrar) por su cuenta al menos dos ejemplos
mas.

Series alternadas

Ampliaremos nuestro conocimiento sobre las sucesiones sumables. Ya no tendremos la
restriccion de tener sus términos no negativos, pero por el momento la libertad no sera
total: estudiaremos el problema de la sumabilidad para unas sucesiones que cambian
alternadamente su signo.

Una serie cuyos términos son alternadamente positivos y negativos, como
Do (D)a, =a-a,+a,—a,++(-1)""a,+- con a >0 VneN
se llama serie alternada.

También se llama serie alternada si presenta el aspecto
> (-Da =-a+a,—a,+a,—-+(-1)"a,+-- con a,20 VneN

Observacion. El término general del primer ejemplo es, hablando estrictamente,

(-D)™a, y no a_ . No obstante, un frecuente abuso de lenguaje lleva a que, en el am-
biente de las series alternadas, se hable de la serie alternada de término general a,

Ejemplos
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© 1 1
a) Y ()T o1-T4T-oZq
2D =543,

> 1 1 1 1
b ) T
) ;( ) Ink In2 In3 In4

El siguiente teorema fue descubierto por Leibniz.

Teorema. (criterio de Leibniz) Una condicién suficiente para que una serie alternada
sea convergente es que su término general a, tienda decrecientemente a cero.

Mas precisamente:

Dada Z(—l)“an con a, >0 vneN, una condicion suficiente para que Z(—l)”an
=1 n=1

sea convergente es que se cumplan las condiciones

a) a, es decreciente
b) lima, =0

n—oo

Demostracién.  Probar que la serie converge es, desde luego, probar que la sucesion
de sus sumas parciales tiene limite finito.
Tenemos una sucesion decreciente:
a>a >a>-->a >
Pongamos
S, =a,—a,+a,—--+(-1)""a,.
Estudiaremos a continuacion el comportamiento de las especiales sumas parciales S, y
S2n+1
Las sumas parciales de indice par son
S,=a,—-a,
S,=(a,-a,)+(a;—a,)
Se=(a,—a,)+(a;—a,)+(a; —a)
Sy =(a—3,) +(85—a,) +++(ay,,—a,,)
Observar que el decrecimiento de la sucesion a, garantiza
a—-a,=20 a-a,20, a,-a,20, a,—a, >0, etc,,

lo que nos muestra que cada una de estas sumas parciales se obtiene de la anterior agre-
gandole un numero no negativo. O sea que la subsucesion formada por las sumas par-
ciales de indice par es creciente. Méas formalmente:

El crecimiento de a, nos asegura que a,,., —4a,,., = 0. Por otra parte, es

Soniz =S5 + (a2n+1 - a2n)
82n+2 2 SZn
Miramos ahora la sucesion S, , pero agrupando de manera distinta:
S =8 _(az _as)_(a4 —35)—“-—(&2n,2 _aZn—l)_aZn
Obsérvese que a a, le estamos quitando todos elementos no negativos: los entre parénte-
sis por ser a, decreciente, y a,, porque la sucesion es no negativa por hipotesis.
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Por estas razones, tenemos la acotacion
S,,<a.
Tenemos asi que la sucesion S, es creciente y acotada superiormente (&, es una cota
superior) . Un conocido teorema nos garantiza entonces que esta sucesion tiene un limi-
te finito, digamos S ..
limS, =S

n—oo

Por otra parte la sucesion de las sumas parciales impares verifica
S2n+1 = SZn + a2n+l
Como ambos sumandos del lado derecho tienen cada uno limite, S y 0 respectivamen-
te, el lado izquierdo tiene limite. Méas precisamente
IHLT Sonia =9
Tenemos ahora IimS, =S y 1imS, ,=S
n—o0 N—0

Afirmamos que entonces la sucesion entera de las sumas parciales es convergente, que
es lo que se queria demostrar.

Los detalles quedan a cargo del lector, a quien ofrecemos un esbozo de la demostracion:
tomando un entorno cualquierade S, porser 1imS,, =S , los S, estan metidos en

n—o0

ese entorno para valores suficientemente avanzados de n. Analogamente, y por ser
IimS,, ., =S, ese mismo entorno contiene los S,,., para valores suficientemente avan-

n—oo

zados de n. De aca concluimos que si n es suficientemente grande, tanto S,, como
S,,.; estan en dicho entorno. Esto pruebaque S, —» S.

o ( 1\n o n+l
Ejemplos. Estudiar la convergencia para  a) Z(Inlz b) Z( 13
n=2 n=1

a) Siendo la funcién logaritmo una funcion creciente y positiva en (1,+x), Inn es una

sucesion creciente y positiva para n> 2,y asi |_ es decreciente Y positiva.
nn

. . 1
Por otro lado, puesto que limInn=+o0, se tiene ™ -0
n—oo n n

Se cumple entonces las condiciones del teorema de Leibniz para series alternadas:

1 . .
a) ™Y es decreciente y positiva
nn

b) Iim——=0
n—» |nn

1

En consecuencia — +
In2 In3 In4

+...+(—1)”i+--- converge
Inn

b) Vemos que esta serie esta en las condiciones del teorema de Leibniz para series al-

1
ternadas: — cumple
n



32

1 .
a) — es decreciente
n

b) limL=0

n—ow n

n+1
=) :1—1+1—1+--- €s convergente.
n 2 3 4

En virtud del teorema de Leibniz, )"
=1

Ejercicio propuesto. Con esta ultima serie, reproducir enteramente la demostracién del
teorema de Leibniz. Apuntar las estrategias, hacer un esbozo y luego ir completando los
detalles. Una vez hecho, intentar contarselo a algiin compafiero.

Convergencia absoluta

Sea ahora una sucesion a, de nimeros reales, de cualquier signo, y consideremos la
serie

B R A - W

(recuerde que esto simboliza a la sucesion Z::lak de las sumas parciales)

Definicién. (Convergencia absoluta) Diremos que la serie converge absolutamente si
converge la serie de los valores absolutos

Yodad=lal+la, [ +la [+ +la, |+

&)

Ejemplo. ZL % es absolutamente convergente, porque la serie de los médulos

» 1 .
es ZHF’ bien convergente.

Ejemplos triviales de series absolutamente convergentes son las series convergentes de
términos no negativos, porque en este caso |a, | = a,

Definicidén. (Convergencia condicional) Una serie convergente pero no absolutamente
convergente se llama condicionalmente convergente.

Ejemplos.

o0 _ k o0
a) Z% converge pero Z% no converge
k=1 k=1

w0 (_1\K %
b) z( ) converge pero zi no converge.
k=2 Ink k=2 Ink

Convergencia absoluta implica convergencia

Teorema. Toda serie absolutamente convergente es convergente.
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Demostracion. Sea Zak la serie absolutamente convergente. Por definicion, esto sig-
k=1

nifica que la serie ) "|a,| es convergente.
k=1

Observemos ahora las siguientes desigualdades 0 < x+| x| <2]| x| .
Esto es asi porque, cuando x es positivo o nulo, todo se hace trivial al ser | x| =x .
Cuando en cambio x es negativo, | x|>0 y siendo | x|=—x se tiene
0=x+(—x)<2|x].
Gracias a estas desigualdades, tenemos

0<a,+|a,|<2]|a,|

Pero esto significa que la serie Z(an+ |a, |) es una serie de términos no negativos,
n=1

mayorada ademés por la serie convergente > 2[a,|.
n=1

En virtud de un teorema de comparacion, la serie Z(an+ |a, |) es convergente.

n=1
Ahora bien, como ya lo hemos discutido, la diferencia entre dos series convergentes es
también una serie convergente, con lo que resulta convergente

o0 o0

Z:(an+ &, |)_Z|an|

n=1 n=1
Pero esto no es otra cosa que

sen(n)
n2

Ejemplo. Veamos que la serie ) (-1)"

n=1

es absolutamente convergente

- ., senn .. . )
Ni sofiar con una alternada, ya que la sucesion — tiene un comportamiento mas
n

que irregular. Por fortuna, al considerar la serie de lo médulos se tiene

sen(n)| _|senn[ _ 1

-1)" .
D n | n? " n?

Se tiene asi que la serie de los mddulos esta mayorada por la serie de término general

1 . ) ., )
— , bien convergente. El correspondiente teorema de mayoracion nos garantiza la con-
n

vergencia de la serie de los médulos, y, en virtud del ultimo teorema, la convergencia
de la serie original.

Criterios de convergencia absoluta

Supdngase una serie cualquiera Zak , ya no de términos no negativos. Los criterios
k=1

aplicados a las series de términos no negativos se aplican, claro esta, a las series de la
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forma Z|ak| . Consecuentemente, si por algun medio detectamos la convergencia de
k=1

Z| a, |, el teorema anterior nos garantiza la convergencia de Zak :
k=1 k=1

Obsérvese en cambio que la divergencia de Z|ak| no obliga a la divergencia de Zak ,
k=1 k=1

y de esto son testigos todas las series condicionalmente convergentes.

Criterios del cociente (criterios de la razdn, o criterios de d’Alembert)

Por una conveniencia notacional que se apreciara luego, supondremos que la sucesién
comienza con el indice cero. (esto es solamente a los fines demostrativos).
Tomamos una sucesion de términos no nulos (a,),., Y formamos el llamado cociente

|an+l
&

n>0

de d’Alembert . Con esto en mente, veamos el siguiente:

Criterio de d’Alembert (primera forma)

a) Siexisteunreal A yunnatural N tal que para n> N se cumple

|a'n+l| </1<1,

entonces la serie de término general a, converge absolutamente.
b) Si existe un natural N tal que para n>N se cumple
|an+1| > 1 ,
&
entonces la serie diverge *
Observacion. En cuanto a la condicion a), no debe creerse que ésta pueda reempla-

U |- . -~ 1
zarse por la condicion méas débil I ”*lI <1, como lo muestra la serie armoénica, Z—,
a, ~=n
1 n .
ya que en este caso a,,,/a, = 11 <1 vy no obstante la serie no converge.
n+

Demostracion.

a) Es suficiente analizar el caso N =0, ya que la supresion de un namero finito de
términos no altera la convergencia de una serie. Por hipdtesis tenemos

Bl

< m<//{ - |an|g/1
2

e ol
a‘Z

la|

1 diverge de la peor manera: el término general no tiende a cero.
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Siendo todos los lados izquierdos positivos, podemos multiplicar los n factores preser-
vando la desigualdad:

Bl |8 %] | B | B < g
a‘0 al a2 an—Z an -1
4% & G & gn

Y luego de una limpieza:

Dado que es 0 < A <1, la serie geométrica de término general |a, |-A" converge, Yy la
relacion |a, | < |a,|A" nos muestra que esta geométrica domina a la serie de términos
positivos de término general |an| , la que resulta convergente por el criterio de compara-
cion.

an +1

c) De >1 surge |a,,;|>|a,| , de donde la sucesion de término general |a,| , al

n+1

n

ser creciente, no puede tender a cero. Luego tampoco puede tender a cero a,,

con lo que la serie original no es convergente al no cumplirse la condicion nece-
saria (Cauchy).

Este criterio es muy utilizado en una version que involucra un limite, y se formula como
sigue:

Criterio de d’Alembert (segunda forma) Si existe el limite del cociente de
d’Alembert

a‘n+1

an

lim

nN—oo

=L (0<L<+w)

Entonces:

a) 0<L<1 implicaque laserie Zan converge absolutamente.

n=1

b) L>1 implica que la serie Zan diverge

n=1

(diverge de la peor manera, pues a, no tiende a cero).

c)L=1 El criterio no suministra informacion.
Demostracion.

a) Sies 0<L<1, tomemos cualquier real A con L<A<1 .Siendo A>L,de
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an+1

an
y la definicion de limite © deducimos que existe un natural N tal que para todo n> N
se verifica

lim =L

nN—oo

A
an
Estamos entonces en condiciones de la primera version del criterio de d’Alembert, de

donde se deduce lo deseado.

<A<l

b) Como es L >1, tomamos ahora cualquier real A que cumpla 1< A< L. Siendo
A < L, nuevamente por la definicion de limite podemos encontrar un natural N tal que

an +1

paratodo n>N se cumple >A>1

n
Como es A >1, podemos aplicar lo razonado en la primera version del criterio de
d’Alembert, y b queda probado cuando el limite es finito. En caso de tener limite mas
infinito, el lector debera probarlo por sus medios.

. : . - 1
c) Considerando el cociente de d’Alembert para las series de término general — y
n

1 - L . . i .
— , s facil ver que en ambos casos el limite existe y es igual a 1. Pero la primera serie
n

diverge y la segunda converge.

Observacion. En caso de encontrarnos frente a este caso de indecision, debemos inves-
tigar la serie por otros medios. Que el criterio no permita decidir no significa que noso-
tros no podamos examinar la serie. Solamente que deberemos hacerlo con otros recur-
SOS.

Ejemplos. Mediante los criterios de d’Alembert estudiar cada serie

0 _1n
DR

Armamos el cociente de d’Alembert B
an
a,,| |[D™ n! |
la, | |(h+D! (D"
n! n!
(n+D! (n+1)-n!
B 1
n+1

O sj tiene dificultad para comprender esta argumentacion, y luego de un intento personal no ha
podido resolverlo, puede dirigirse a la prueba siguiente, el criterio de Cauchy en su segunda
versién, donde se da un argumento mas detallado.
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n+1

lim =lim 1 =0<1

n—oo ‘ n—o n _+_

Estamos en el caso 0< 4 <1 del criterio de d’Alembert, lo que nos garantiza la conver-
gencia absoluta de la serie."™

1 7n-1 n
1 n+6 1 n+l |
El cociente de d’Alembert es ahora Bt |( ) (n+) : ?n-—l n|
| a, \ (n+1)! &
_(n+D)"(n+Dn!
(n+1)n!n"

£

n
I|m(1+ lj =e
n—oo n

=e>1, el criterio de d’Alembert en su segunda forma nos permite

Entonces

a,,
lim|—L

n—oo a

Dado que lim|—=2 a

n—oo a
n

asegura que la serie examinada es divergente.

e'n!
n=1 n

El cociente de d’Alembert es
a,.| ee(n+Hn! n"
la, | (n+1)"(n+1) e'n!
e n" __ e __ e :

RISIS
n n

En fin:
a,. e
. =

(3

. 1Y) . . ,
La sucesion (1+— tiende crecientemente al nimero e, con lo cual
n

0

) Comparese este resultado con el trabajo realizado en paginas anteriores al estudiar Z—
n!
n=1
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ﬂ :||mL:1

a n—ow n
B
n

El criterio de d’ Alembert en su segunda forma nos dice: No hay informacion. Pero no

lim

n—oo

e 1Y :
todo esta perdido. Siendo (1+—j < e, setiene
n

e

n>1
( j
n

De acé deducimos que [a, ;| >|a,|, 0 sea que la sucesién de nimeros positivos |a, | es

creciente, con lo cual no puede tender a cero. Consecuentemente tampoco puede tender
a cero la sucesion a, , con lo que la serie no converge.

Observacion. En realidad pudimos “aplicar” el criterio de d’ Alembert en su primera
version ( sin limite) , pero de manera intencional hemos querido llevar de paseo al lec-
tor, para ayudarlo a evitar la popular enfermedad que padecen los “aplicadores de crite-
rios”. De hecho, hemos reproducido el argumento utilizado al razonar aquel criterio.

an+1
E

n
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Criterios de la raiz enésima.

Criterio de la raiz enésima, primera version.

Dada una sucesion (a,) _ de ndmeros reales

a) Siparatodo n>N es /| a,|<4<1,entonces Zak converge absolutamente
k=1

b) Sipara infinitos valoresde n {/|a,|>1, entonces Zak diverge.

k=1
Demostracion.

a) 4fla,|<2 eslomismoque |a,|<A" . Esto nos dice que la serie > |a,| estd ma-
k=N

yorada por la serie geométrica Z A%, que es convergente al ser 0< A <1. En virtud

k=N

0

del criterio de comparacion, Z|ak| converge, lo que prueba la convergencia absoluta
k=N

de > a ,yporendelade ) a,.
k=N k=1

b) Si para infinitos valores de n es {/|a, | >1, también para esos infinitos valores

sera |an| >1, con lo cual la sucesion a, no puede tender a cero, condicion necesaria para
la convergencia de cualquier clase de serie.

La siguiente es una version del criterio de la raiz que involucra un limite.
Criterio de la raiz enésima de Cauchy, segunda version.
En las mismas condiciones que anteriormente, supongase que existe

Limq/mzL (0< L <+o0)

Entonces

a) 0<L<1 implica Zak converge
k=0
b) L>1 (incluido L =+) implica ) a, diverge
k=0
c) Si L =1 el criterio no suministra informacion

Demostracion.

a) Comenzaremos conelcaso O<L<1.
Sea A un numero tal que L <A <1 .Envirtud de la definicion de limite,

para valores suficientemente avanzados de n, se cumplira p/|an| <A<l



40

Aplicamos entonces la version original de criterio de la raiz enésima, recientemente
demostrado.

Si le queda alguna duda: en el intervalo (zona negra) de la figura debe caer p/|an| para

casi todo valor de n.
El caso L =0 no es demasiado distinto, y el lector le dedicara su atencion.

b) Sea ahora A un nimero tal que 1< A <L . En virtud de la definicion de limite,
existe un N tal que si n> N, entonces 1n/|an| > A >1. Ahora razonamos como en la

primera version del criterio de la raiz enésima, y termina la prueba de b) para el caso de
limite finito. El caso de limite méas infinito queda a cargo del lector.

c) Los mismos ejemplos que los del criterio de la razon de d’Alembert son Utiles aca,
habida cuenta que |Im\/_ ly |Im\/_ 1.

n—oo

Ejemplos
 (-1D)"n
2 35
n=0 3
. (-D"n (=D"n 1) n n Q/ﬁ
Sies a, =-———, entonces sera |a |= =— con lo que ./ =
" 3" | | 3" a 3

IlmJ _Ilm—=—<1
n—oo n—o0
. 1 . . L. . .
Siendo 3 <1, el criterio de la raiz enésima nos garantiza la convergencia absoluta de la

serie estudiada.
n

s" si nimpar

b) Sean 0<s<t<1l ydefinimos an:{ o
t" si npar

Estudiar ) a,

n=1

n|a| S si nimpar
"t si npar

En consecuencia, no existe limy |an| . Sin embargo, como para todo n es
n—oo

#EJSt<L
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el criterio de la raiz enésima en su version sin limite, nos garantiza que la serie exami-
nada converge.

Nociones elementales sobre las series de potencias

Llamamos serie de potencias a cualquier serie de la forma

iakxk =a, +aX+aX +-+a X+
k=0
Los a, se llaman los coeficientes de la serie de potencias. Mas generalmente, si a es un
namero fijo, la serie
iak(x—a)k =a,+a,(x—a)+a,(x—a)’+---+a (x—a)" +---
k=0
se llama “serie de potencias en x—a”. Cuando es a =0, se tiene la primera serie, lla-

mada por lo mismo “serie de potencias en x”
Haciendo el cambio de variable t = x—a, esta segunda serie toma el aspecto

Yatt=a +at+at’+-+att+,
k=0

enteramente idéntico a la primera serie. Por esta razén, el estudio de las series con este
ultimo aspecto permite conocer lo esencial.

Ejemplos

a) D X =l X+ X4t X e
k=0

b) kZ:%(X—Z)k :1+(x—2)+%(x—2)2 +%(X—2)3...+%(X_2)n+'“

c) i(_kl) (x-2) :—(x—2)+%(x—2)2—%(X—Z)a'“*'(_r?n (x=2)"+-

El intervalo de convergencia

Interesa conocer para qué valores de la variable x es convergente una serie de poten-
cias. Si hacemos S(x) = Z X =1+ X+X? +---+ X" +---, nos podemos preguntar cual es
k=0

el dominio natural® de esta funcién. Este dominio, obviamente, coincide con el conjunto

de todos los x para los cuales la serie es convergente. En este particular caso, el domi-

nio natural es el intervalo (-1,1)

En una serie de potencias

S(x)=> a(x-a)=a, +a,(x—a)+a,(x—a)’+---+a,(x—a)" +---, el dominio natu-
k=0

ral es o bien {a}, R, o bien intervalos de alguna de las formas [a—J,a+J],

% Por dominio natural de una funcién entendemos el mas grande conjunto donde ella esta bien
definida.
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[a—0,a+0), (a-06,a+5], (a—5,a+05) donde & es un nimero que depende sola-
mente de los coeficientes de la serie. Obsérvese que, excepcién hecha de los bordes,
todos estos intervalos son simétricos alrededor de a.

Si aceptamos, como es comun, llamar “intervalo” a (—o,+o) y también a un conjunto
unitario {a} (intervalo degenerado en un punto, o simplemente intervalo degenerado),
entonces todos los conjuntos aludidos son intervalos. Para cada serie hay asociado uno
de estos intervalos, Ilamado intervalo de convergencia.

La demostracion de este hecho esta fuera del alcance de este curso. Nos concentraremos
en el problema de estudiar el intervalo de convergencia.

Problemas.
0 Xk

a) Hallar el intervalo de convergencia de z?, estudiando donde la convergencia
k=1

es absoluta, y de haberla, donde es condicional. A medida que se va progresando en el
andlisis, representar en la recta las regiones halladas. Dar un gréafico final que ilustre
las regiones de convergencia absoluta, de convergencia condicional si la hay, y de di-
vergencia si la hay.

n

Hacemos a, :X?’ la,|=

n

X
n

er'

Sabemos que para aquellos valores de x para los que lim ,n/|an| <1, la serie sera conver-
n—o0

X

gente, mientras para aquellos valores que hagan lim ,n/|an| >1, la serie sera divergente.
nN—o0
Cuando sea limy/|a,| =1, tendremos que estudiar la serie resultante con otros recursos.
n—o0

Como es sabido , 1im%/n =1, luego

n—oo
I!ll—>ao B I!ll—>oo \/_ |X|

Estudiamos ahora los valores de | x|

a) para |x|<1 la serie converge absolutamente: IlmJ <1.

nN—oo

convergencia absoluta
en elinterior
< { \ >
\ ]
-1 1

b) cuando |x|>1, la serie es divergente: limy/ja,|>1

n—oo
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aca la serie diverge acala serie diverge
\ (
« } ¢ >
-1 1

Ya vamos formandonos una idea. Sabemos que hay convergencia absoluta en el interva-
lo abierto (—1,1) . Sabemos también que la serie diverge en las semirrectas (—o,-1) y

(1, +o0) .Solamente nos queda por examinar los puntos que producen indecision al apli-
car el criterio de la raiz enésima de | a, |. Los tenemos que estudiar a mano, y es el caso

c) |x|=1
Estudiamos ahora las series correspondientes a los valores que hacen |x| =1

o=l . . - .
e Para x=1 tenemos la serie ZE la conocida serie armonica, que diverge

(_1) Kl

e Para x=-1 producimos la serie Z

k=1

te, lo que se garantiza aplicando el criterio de Leibniz para series alternadas.
Como es facil ver, esta serie es condicionalmente convergente.

, conocida serie alternada convergen-

En fin, el intervalo de convergencia ha resultado ser [-1,1) , resaltando que la conver-
gencia es absoluta en su interior y condicional en —1.

convergencia
acé la serie diverge absoluta en elinterior aca la serie diverge

< L
« [ )[
-1 '\ Convergencia condicional 1
en X=-1

v

o k
b) Hallar el intervalo de convergencia de Z( klu) (x—3)k
k=1 .

(-’
n!
Pero antes de hacer el cociente de d’Alembert, debemos observar que este no esta defi-
nido para x =3. Por otra parte, como es féacil ver, en x =3 la serie es convergente.

an+1

Hecha esta observacion, ponemos entonces —+ con la salvedad de que es x =3 .
a

Poniendo a, =

(x=3)" ,sera |a,| =%|x—3|n

la,..| 1x-3|x=3n! |x-3

& (n+Dnfx-3" n+1

n+1
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Como este limite no depende del tamafio de X, el criterio de d’ Alembert nos permite
asegurar que la serie converge en toda la recta real, siendo esta convergencia absoluta.

¢) Estudiar la convergencia de Z (x= 2)n
= (n+1)3
. n(x-2)" : :
Poniendo a, = W observamos que la serie converge para x = 2. El cociente
n+

de d’Alembert esta bien definido solamente para x # 2, en cuyo caso se tiene

a,,| (M+1)x=2"|x-2/(n+1)3"
‘ a, ‘ (n+2)3“3n|x—2|n
(n+1) Jx— |
(n+2)n 3
I|m |X 2|
N> an 3

Aplicando el criterio de d’Alembert, la serie converge absolutamente para los x ta-
les que [x—2| <3, 0 seapara xe (-15).

También diverge cuando |x—2| >3, 0 seaen las semirrectas (—oo,-1) y (5,+x).
El criterio falla cuando es |x—2| =3,0seaen x=-1yen x=5.

)n

Cuando x =-1, tenemos la serie Z
n=1

, divergente porque el término general
no tiende a cero.

n
Para x =5, la serie resulta Z— nuevamente divergente por la misma razon. En

n=1 N+
fin, la serie converge absolutamente en el intervalo (-1,5), y diverge fuera.

Observacion. El lector inquieto debiera comprobar que mucho méas expeditivo
hubiera sido emplear el criterio de la raiz enésima del modulo de la sucesion exami-
nada. ¢Lo hara?
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