El intervalo [0,1] no esnumerable

Georg Cantor enuncié y demostrd que |os nimeros reales no pueden ser numerados, y dio en su
momento |la demostracion conocida luego como € método diagonal de Cantor o quiza, a decir
de Cantor, “el método diagonal mio”.

Una prueba distintay muy bonita puede encontrarse en “La matemética: su contenido, métodos
y significado” *. La demostracion, cuyas |ineas principales se ven més abajo, me produce una
inquietud menor, y es que no encuentro la necesidad de la condicion de que los didmetros de los
intervalos alli considerados tienda a cero.

Me explicaré dicho brevemente, el teorema de Cantor de los interval os encajados dice que si
tenemos una sucesion de interval os cerradosy encajados 2, entonces hay a menos un punto
que estaentodos ellos. Estaes quizala parte mas delicada del teorema. Luego se agrega que si
ademas la medida de los interval os tiende a cero, entonces hay un solo punto gue esta en todos
esos interval os. Esta segunda parte es la que nunca se aplica en la prueba que nos ocupa. De
todas formas, 1o central eslabelleza de esta prueba, y no nuestra inquietud.

Proposicién. Los puntos del intervalo [0,1] no se pueden numerar °

Prueba. Supongamos |o contrario, 0 sea que se pueden rotular con los naturales. Di-
gamos entonces que los reales del intervalo [0,1] pueden disponerse en unalistainfinita
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El lector, munido de |4piz y papel, deberdir reflexionando sobre las siguientes afirma-
ciones.

1. Esposibleencontrar en [0,1] unintervalo cerrado |, delongitud menor que 1/2 tal
quer l,.

2. A continuacion, podemos elegir dentro de I, unintervalo cerrado I, con longitud
menor que 1/2° al que r, no pertenezca.

3. Enconsecuencia, ni r, ni r, pertenecena l,
(¢Esta usando papel y 1apiz?)

4. Nuevamente podemos encontrar un intervalo cerrado |, de modo tal que:
5 1) el

! Lamatemética: su contenido, métodos y significado, Volumen 3. Aleksandrov, Kolmogorov, Lauren-
tiev, Gelfand y otros. Ed. Alianza Universidad.

% Lapalabra“encajado” hace recordar alas mufiecas rusas, o0 matrioshkas, como las que ilustran este
articulo. Puedes ir por mas buscando en Google “matrioshka’ y luego elige laopcion “imégenes’.

% Queremos evitar palabras como “cardinaidad”, que podrian asustar a un lector no informado.



i) l,cl,cl,
1
iii) |I3|<§

6. Tras unos cuantos pasos, podemos elegir un intervalo cerrado |, de maneratal que:

) 1,00, 0 el
i) Ihc..clscl,c |y (losintervalos cerrados estan encajados)

i) |1, |<2—1n (de donde lalongitud de los interval os tiende a cero)

7. Siendolos |, intervalos cerrados, las condicionesii) y iii) , junto con el teoremade

los interval os encajados, nos garantizan que debe existir un nimero real x pertene-
ciente atodos los intervalos.
8. Pero por hipétesis, este x debe estar en lalista, 0 sea debe estar rotulado como r,

paraagun natural k, estoes: x=r, .

9. Y alli sepresentalacontradiccion: tal como fue construido cadaintervalo Iy
x=r, ¢l,, contrael hecho de que x,por su origen, debe figurar en todos los inter-
valos ly.

L a contradiccion proviene de suponer que los reales del intervalo [0,1] podian ser rotu-

lados con los naturales. Por lo tanto lahipdtesisinicial segun lacual el conjunto de
puntos del [0,1] es numerable, esfalsa: €l intervalo no es numerable, como se queria
probar.
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